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Munesnko T. Hmcyna*

Bnamumup B. Bnaguanh

Yuusepauret y Uctounom CapajeBy

Ounozodeknu paxynrer [lane

Kareznpa 3a MaTeMaTuKy U pauyHapCTBO OpuruHaNHN HAy9IHU paj

O JEAHOM JUO®EPEHIMNIAJIIHOM OIIEPATOPY 1
BEI'OBUM CBOJCTBEHMM BPUJE/JTHOCTUMA

1. Veoo

Y oBoM pany nmocMarpahemo AudepeHIjaTHu OnepaTop
Ly =—=y"+a(x)y(x-7)

npu uemy je qeC (—oo, 72'] mo3Hara peanHa GyHKIHja Kojy hemo 3BaTu

MOTCHIUja, U T € (0, 7[) rmo3HaTa BelanurHa Kojy hemo 3Batu xammeme. OBaj
omeparop mpunana kinacu lltypm-JlmyBuimoBux omeparopa Apyror peaa ca
KaimbemeM. [TocMarpahemMo oBaj onepaTop Ha JOMEHY:
C® ={f : (o0, 7] > C|f" eC(—o0, 7]; f (x) =0Wx & (—0,0]}
NpY Y€MY je Ha OBOM JIOMEHY HOpMa yBeJieHa Ha [TO3HAT HAYMH:
If]|= max |f"(x)[+ max |f"(x)|+ max |f'(x)[+ max |f(x)|
xe(—0,7] xe(—o0,7] xe(—o0,7]

xe(—0,7]
. 02 03 .
ca HOpMOM Heq)HHHC&HOM Ha OBaj) HA4YUH C ,C nocrajy banaxoBu

IIPOCTOPHU.
Konomen oor onepatopa je

C'= { f € C(—o0, 7z]| f(x) =0VXx e (-, O]} ca CTaHIapJHOM HOPMOM.
VKOJIMKO 32 HEKH KOMILIEKCAaH Opoj A TOCTOjU HETPUBHUJAITHO pjellehe

jennaunne Ly =AYy Tama kaxkemo ,,“na je A CBOjCTBEHA BPUjEIHOCT ONEPATOpA

L.
[uss HaM je 1a MoKakeMo Jia je 0Baj oreparop JUHEeapaH U OTPaHUYCH U
JIa je CKYIl (beTOBHX CBOjCTBEHHMX BPHjEIHOCTH Ipa3aH.

2. Jluneapnocm u oepanuuenocm onepamopa L

CraBl: Onepamop L Oegunucan y y600y je nuneapan u ocpanuyen.
Hoka3: Heka cy o, UpOU3BOJBHM KOMIUIGKCHH OpOjeBH M HEKa Cy

f, g npoussosbHe QyHKIHjE U3 C* Tamaje

Llaf +9)=—(af () +£9(X)"+a(X)(a f (x—7)+ Sg(x 7))

" mpikula@paleol.net
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L(af +59) =—af’(x)-B9"(X) +aq(x) f (x—7) + fa(x)9(x—7)
L(af +59) =al(f)+AL(9)

YuMe CMO JJOKa3aiu Jia je oneparop L nmuneapan. Jlokaxxumo jomr jaa je

OBaj OIEepaTop OrpaHMyeH, O3HAYMMO M = Max |q(x)| UMamMo
xe[0,7]

||L( f )|| = ||— f(x)+q(x) f(x —T)” najbe
L) = Xgp_%]|—f "(x) +q(x) f (x=7)|

¢ 003UpOM Ha CTPYKTYPY JIOMEHA HMaMO
IL(F)| = {Q%J— () +9(x) f (x=7)
IL(f)|< erggi(]| f(x)|+ Xrp[(<';3(]|q(x) f(x—1)|

L)< {233[(]“ (x)|+xrggi<]|f (X)|+IQ3§]| f (x)|+n;1£§]x| f(x—17)|

ILCF)|< max |[£"(x)|+ max |f"(x)|+ max |f'(x)|+ max |f(x)|+
xe[—o0,7] xe[—oo,7] xe[—oo,7] xe[—oo,7]
+m( max | f"(x—7)|+ max |f"(x—7)[+ max |f'(x—7)|+ max \f(x—r)\)
xe[—w,7] xe[—oo,7] xe[—oo,7] xe[—o0,7]

[LCOI<[F+mif < @+ m]f]

na je omnepatop L orpaHudeH.

3. Csojcmeene spujeonocmu onepamopa L
ITpBo hemo nokasartu cibenehy nemy:

Jlema 1: 3a c8aKy dyuryujy feC® epujeou
f'(0)=f"(0)=1"(0)=0.
Jloxa3: Heka je f mpoussossna dymxumja u3 C%. o nedunmmmjn

“Mamo Ja je

£7(0) = lim

h—0
C o6supom na je T(x)=0,Vxe (—oo, O) , 3aKJbydyjeMo Ja je
f'(x) =0,Vx e (—0,0],
na Ha ocHoBy Tora gooujamo f"(0)=0wu f”(0)=0.

=lim 0

h—0~

f(h)-1(0) f(h)-f(0)
h h B

Cras 2: Ceojcmeene spujednocmu onepamopa L cy pearnu 6pojesu.

Jlokas: Heka je A  cBojctBena BpujeqHoct omeparopa L,
npernoctaumo cynporao ImMA =0 .

Ako je A cBojctBeHa BpujemHocT omepatropa L Taga mocroju
HETPUBHjAJHO pjelemhe AudepeHuujaite jesHaunHe

=Y () +a(x)y(x—7) = 1y(x)
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ua cermenty [0, 7] xoje 3amoBosbaBa Ha OCHOBY jieMe | U CTPYKType
JIOMEHA YCIIOBE:

y(X) =0,Vx € (—0,0), y(0) = y'(0) = y"(0) = y"(0) =0.

[TocmarpajmMo 0By jemnaumny Ha cermenty [0,7], oma Ha oBOM
CEerMeHTy UMa 00K

=y"(x) = 1y(x),

veka je Y(X)=u(xX)+iv(x),A=a+ib mowmro je q ¢yukumja ca
peaslHUM BpHjeTHOCTMMAa OBa jeJHaUYWHA Ca HaBEJCHWM YCIOBHUMa  je
eKBHUBAJICHTHA cJbeieheM cructemMy audepeHIrjamHix jeTHadnHa:

u"(x)+au(x)—bv(x) =0

V"(x) +bu(x)+av(x) =0

Kaga W3 NpBe jefHaudHe u3pauyHamo V(X) © yBpPCTUMO Yy  IPYry
nmobujamo

u" (x) +2au”(x) +b?u(x) +a’u(x) =0.

O3HauUMO |/1| =r,ArgA =@, nomro jeImA#0 onna je sinp=0.

Pjememe oBe xoMoreHe nrHeapHe TUEPEHINjaTHe jeJHAYNHE Ca KOHCTAHTHUM
KoeHIIjeHTHMA je

X I'COS2
u(x)=e ‘[ 2(Clsin(xﬁsin§j+C2cos(xxﬁsingn+
—xfrcos? . @ o
+e 2| Cy4sin x\/FsmE +C, cos x\/FsmE

uckopucrumo cana yenose Y(0) =y'(0) = y"(0) = y"(0).
13 y(0) =0 umamo:
C,+C, =0,
u3 Y'(0) =0 umamo:
ClsianrC2 cos£+C3sin£—C4 cos? =0,
2 2 2 2
u3 Y"(0) =0 umamo:
C,sinp+C,cosp—C,sinp+C,cosp=0.

ITox npetnocraskoM SiN ¢ # 0 umamo

C,=C,.C, =—C1tg%,C4 =C1tg%, ma je
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X rCOS2
u(x)=Ce Jreos? (sin(xﬁsin%}—tg%COS(XJFSin%DJr
—xdfreos? (. . )
+Ce 2 (sm(xﬁsm%jﬂg%cos[xﬁsm%j}

3 y"(0) =0 umamo:

4C1r»\ﬁcos% =0.

[Mowro Sing # 0 wummumpa COS%:& 0 umamo ma je C, =0 ma je

u(x)=0,vx e[0,7], cmuuno ce mokasyje na je V(X)=0,Vxe[0,z] na je
y(x) =0,vx €[0,7]. CmuqHO  cajma  [OCMATpajMoO  jeJHAYHMHY
—y'(X)+q(X)y(x—7) =Ay(X) wa cermenry [r,27] mobujamo na je
y(x) =0, Vx e[r,27]. Howro mocroju K € N rtakso na je 7 e (kz,(k+1)7]
noHaBJbajyhn rope HaBexenu nocrymnak pobujamo Y(X) =0,Vx e[0, 7], ma A
HHje CBOjcTBEHA BpHjeaHoCT oneparopa L . [Ipema tome A je peanan 6poj.

CraB 3: Ckyn ceojcmeenux epujednocmu onepamopa L je npaszan

Hoka3: Y craBy 2 cMO [OKa3ainHm Jla CBOjCTBEHE BPHjETHOCTH OBOT
orepaTopa Mopajy OUTH peanHu OpojeBH, MOCMaTpajMo caia nudepeHIrjaaHy
jenHaunHy

=Y +a()y(x—7) = 2y(x)

npu yemy je A peanan 6poj, 3aje1HO ca yCIoBUMa:

y(x)=0,vx e (=0,0),y(0) = y'(0) = y"(0) = y"(0) = 0.

Hexka je A >0 rana na ceremuty [0, 7] oBa jenqnaunna uma o6uK

—y"(x) = Ay(x)

ako je Y(X) =u(X)+iv(X) umamo aBuje jesHaunHE:

u"(x)+Au(x) =0

V'(X)+ Av(x) =0

YHja Cy pjeriema
u(x)=C, cos\/zx+C2 sin ﬁx,v(x) =C, cos«/zx+C4sin ﬁx na  u3
yenosa Y(0) = y'(0) = y"(0) = y"(0)=0 JIaKo caujenu na je
y(x) =0,vx [0, 7]. y(x)=0,Vx€[0,7]. Cana kao y oBoM ciry4ajy CIUYHO
nocmarpamo jexnaunny —Y"(X)+q(X)y(Xx—7) = Ay(X) na cermenry [z,27]
nobujamo na je Y(X)=0,Vxe[r,27]. Homro nocroju K€ N Ttakso na je
me(kr,(k+1)r] momarmajyhu rope HaBemeHH MmOCTYMaKk —a00HjaMo

10
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y(x) =0,Vx €[0, 7] na oBaj oneparop HeMa CBOjCTBEHUX BPHUjEIHOCTH 3a KOje
Baxu A >0.

Hexka je A <0 rtana na ceremnty [0, 7] oBa jennaunna uma o6IuK:

—Y'(x) =2y(x),

ako je Y(X) =u(Xx)+Iiv(X) umamo nBuje jennaunue:

u"(x)+Au(x)=0

V'(X)+ Av(x) =0

umja cy pjemema U(X) = CleﬁX + Cze‘ﬁX V(X)) = CE,,eﬁX +C4e‘“77X na
w3 yeaoBaY(0)=y'(0)=y"(0)=y"(0)=0 nako camjenu Jma je
y(x)=0,vxe€[0,7]. y(x)=0,Vx€[0,7]. Cana kao y oBoM ciy4ajy CIUIHO
nocmarpamo jexnaunry —Y"(X)+q(X)y(x—7) = Ay(X) na cermenry [z,27]
nobujamo na je Y(X)=0,Vx e[r,27]. Homro nocroju K€ N Ttakso na je
7we(kr,(k+1)7r] momaBmajyhu rope HaBemeHHm mOCTymaKk —a00HjamMo
y(x) =0,Vx €[0, 7] na oBaj oneparop HeMa CBOjCTBEHUX BPUjEIHOCTH 3a KOj€

Baxu A <O0. IomTo je nako nokazatu na A =0 Huje cBOjcTBEHA BpUjemHOCT
OBOTI" OIEPaTOpa, 3aK/bydyjeMO Jaje CKYIl CBOjCTBEHHX BPHjEIHOCTH OIEpaTopa
npasaH.

11
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ON THE CONVERSE THEOREM OF APPROXIMATION IN
VARIOUS METRICS FOR NON-PERIODIC FUNCTIONS

1. Introduction and Preliminaries

The converse theorem of approximation in various metrics for 27
periodic functions of several variables was proved in [5]. In this paper we prove
the theorem of representation for the derivative of a function, and then we prove
the analogous converse theorem for non-periodic functions defined on the space

R". In this way we generalize and improve the converse theorem from [4], 6.4.
As usual we say that a function f(x,,...,X,)e Lp(R”), 1< p<oo, if

1 1
p p
||f||p:[j|f|pdxl...dxn] :(j|f|pdxj <0, X=X\ Xpre X, ) -
Rn Rn

The notions of the best approximation and of the modulus of
smoothness are given in [2] and [4].

Let g, =0, , (XuX) v=010v,), (g, eL,), be an entire
function of exponential type v; with respect to the variable X; ,(i :1,2,...,n).

The best approximation E, , (f), of a function f e Lp(R“) by
entire functions of exponential type is the quantity

E,,..,(F)y =inf[f g, ] .

The modulus of smoothness of order k of a function f with respect to

..... Vi

the variable X; is the quantity
o, (f:6,), =o,(£:0,..,0,5,,0,...,0), = sup

[h|<s;

Al f H :
where

k . k
A= Z(—l)""(jjf(xl,...,xil,xi + 3R Xy e X, ).
j=0
The derivative of a function f is denoted by symbol
ar1+...+rrI f

= on A
OX*...0X,

“ milostomic@yahoo.com



Milos 7. Tomic

Lemma 1.1. If A {0 as i — oo then inequalities hold

2}.
(1.1) 20 AL < DTITIA
i=2*141
21
(12) 2(i+l)s AZ;, S225 Z is—lAi
i=2""141

for 1=12,...and s>1.

Proof. We have

$ i ) 2 2 2 ) 2 2 2,

=241

Therefore
24
(1.3) 20 < 3t
i=24"141

Since the sequence A, is monotonic, (1.1) follows from (1.3).
Multiplying the inequality (1.1) by 2% we get the inequality (1.2).
Lemmal.l. has been proved.

Lemma 1.2. If A 40 as i —oo, and s>1, then the following
inequality holds

2m szl
(14) Z is—lAi S225—1 Z is—lAi , m:2’3,““
i=2m 141 i=2m241

Proof. The following inequalities hold because the sequence A, is
monotonic

(1.5) | :Z 1i A < Azm,l_ :Z lis‘1 :
=21y j=2m1y
2m—1 27ﬂ71
(1.6) iITA>A it
i:ZmZZ-ﬂ Ai AZ 1i:;+1
We have
2" s—1
z iS—lS(Zm) _2m—l ,
|:22m:1+1
Z is—l > (Zm—Z )5_1 . 2m—2 — 21—25 . (Zm )5_1 . 2m—1.
i=2m241

14
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From the above two inequalities it follows

om 2m71

(1.7) ditt<2Et it
1

i=2"141 i=2M"24

Multiplying the inequality (1.7) by A, and in view of (1.5) and
(1.6), we get (1.2). Lemma 1.2. has been proved.

Remark 1.1. Lemmas 1.1. and 1.2. are valid for 0 <s <1 also, with
different constants C = C(s) . So the inequality (1.1) becomes

(1.1) 20 A, <257 N itA L, (0<s<1).

2. Theorem of representation

Let g, =9, , (X X, ) V= (Ve vy, (gv = Lp), be an entire
function of exponential type v; with respect to the variable X; ,(i :1,2,...,n),

by which the best approximation E, (), is achieved, i.e. let

------

(21) Ev1 ..... v n(f)p =Hf _gv1 ..... allp

From these entire functions g, (X,,..., X, ), We create entire functions
(22) 5,1 = g2(/1+1)|1__2/1+1l__2(/1+1)|n - gzﬂl_._zzmlen ) A= 011121---

for given natural numbers I, ,(j=12,.,n) , where I, =1 for a

chosen number i {1,2,..., n} .

The function &£, is entire of exponential type 2

the X; .

" with respect to

Theorem 2.1. Let a function f e Lp(R") and r; be non-negative

integer numbers, and Ij, (j :1,...,n), be natural numbers, where |, =1 for some

ief2..,n}.
If the following inequality holds for the best approximation of function f
S o-1
(2:3) Z/Iq Ej'l...l...l'” (f )P <o

A=1

15
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where
4 1 1

(2.4) G:ZIj[err———], 1<p<g<w,
=1 P q

then the function f has derivative f (") belonging to the space
L, and in the sense of L, the equality

@) e gl S,
holds. ”

Proof. For the sum

(2.6) G,=0,,+ ifl ,m=012,...
the equality ~

2.7) Gy = G yman pmer_pmoan, -

holds. In view of (2.1) and (2.7) we conclude that
”f _Gm”p = Ez(m“)'l...2m*1...2(m*1>'n (f )P

hence, it follows that

(2.8) ||f—Gm||p—>O as m-— oo,

This means that the equality
(p) i

(2.9) f= 011 +Z§A
A=0

holds in Lp.

In the next step we prove that the equality (2.9) holds in L, . For &, we
have

(2.10) IE20, < 2B, 4 on (),

Applying the inequality of various metrics of S. M. Nikolsky,
([2],3.3.5.), we obtain

11
Ny |P A
||§2- ||q S 2”(' 1I 2(1 l)I]J ||§/1 ||p
j=

hence, in view of (2.10), it follows

n FRLE
(2.11) €., << 2(1‘! 2" l)"J E oy (F),.
J:

16
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We will estimate the sum

t
(2.12) G -G, = Y&, m<t,

A=m+1
in the norm Lq .

With the aim of estimating quantity A =|G, —Gm||?1 we will apply a

method which has been used in several papers. For example, the method was
applied in papers [3] and [1] (see the estimate of quantity A in Lemma 1). The
method was also applied in paper [6] to estimate quantity A from (2.6) to (2.45).
Therefore, taking into account (2.11), from (2.12), we get

: ﬂq(%quil :
(2.13) ”Gt _Gm”q << 22 - ES"l...z‘...z"n (f )P

A=m+1

Following the proof in [6] and starting from equality (2.12), we will now
prove inequality (2.13).
Denote

(2.14) A=|G ~G,[: =

Zé

A=m+1

For a given number ¢ denote[q]+1= k . This means that k € {2,3,...}

and that % <1. From (2.14) it follows that
(2.15)

>e,

A=m+1

k

dx<j |§1 dx _[:J'

A=m+1 R

A=

R,

dx_j

R,

Zeﬂ

A=m+1

n

Denote

q
(2.16) 5, =|&,|x.
We get

t k
(2.17) Asj( Z@j dx

A=m+1

As k =k(q)is an integer, then

ew ($0)-3 S

A=m+1 A=m+l  A=m+1 j=1

Now from (2.17) based on (2.18) we get

17
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t

(219) A< zt: -y “L[@de.
i=1

L=m+1l A =m+l

Using the equality

k-1

(2.20) ﬁ D, = f[ D, D,
i=1

r,s=1
r<s

for D, :5;,j from (2.19) we get

k-1

(2.21) A< i i | ﬁ%% dx.

AL=m+l A =m+l r,s=1
r<s

Applying Hoélder's integral inequality to a product of k(k2—1) factors,
from (2.21) we get that
2
t t k k k(k-1)
222) A< Y Y [1|[6.6, x|
Ap=m+1l A =m+lr,s=]] C

Based on (2.16) we get that

k q q
(223) T,=](6,5, frox=| Ugﬂr\Z\gls\Zde.

p+q . p+q .1 1

For numbers a=-——, a=—— equality —+-—=1 holds.

p q a «o

Therefore by applying Holder's inequality we get
aq

ok

Functioné, is entire of exponential type 2
X, j=L12,...,n. Therefore applying the inequality of S.M. Nikolsky
([2],3.3.5.) we get

(2.24) I, < (H@r

O \with respect to

qajg << Z[Jzn;lrlj ][qu_i]m@ Hp)g :

(2.25) (H@r

18
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(2.26) (H@S

a [" qg 1
b
wj <2 P m@s p)5 .
2
Using the equality

g 1 g1 1) 1 1 .
(2.27) ———=—[———j+———, pe,aq,

2p p 2\p q) 2 p )
from (2.24) based on (2.25), (2.26) and (2.10) we get

e

(A +45) 11 znllj 2
2{ q( p QHJ 1 E;Zrl1m2/1rm21rln ( f )p Egﬂsllmgismzﬂsln ( f )p
Denote
iof 118

(2.29) H; = 2 q( ’ qjélj Egnlm i pin (f)p'
Then

EANNESY )
(2.30) I, << 2M2 ol "H;I H% Hé

Since i =1—l it holds that
a a

A 11 + A, 1.1 =—(A -4, 1.1
2 «a 2 «o 2 «a

Therefore from (2.30) it follows

_ ) 1 1
(2.31) I, <<?2 THZH? .

If we apply Holder's inequality so that o is with respect to the first
factor, and « is with respect to the second factor, then in the same way we
conclude that the following inequality holds

*(lrfls )(%7§)ih
(2.32) I, <<2 = H

Based on (2.31) and (2.32) we conclude that

N

1
2
rH)“s.

~
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20

e ) AT
(2.33) I, <<2 " HZHZ .
Denote
_‘lr_’%‘ 21 Z i
(2.34) a(A,1,)=2 E "j"ﬂ :

k 1 1) k(k-1)
(2.35) an{a(ﬂs,/lr)erHf} .

r,s=1
r<s

From (2.22), based on (2.23), (2.33), (2.34) and (2.35), it follows
T

Ap=m+l A =m+l

We will now estimate product Q . Based on (2.20) it holds that

k Lo 1)ka
[1{wini ) T
r,s=1 j=1

and then, using (2.35), we get

SN

]

k1 k k(k-1)
(2.37) Q=[TH: [T, 2 )
j=1 r,s=1
It holds
a(A,, 4, )=a(4,,4,) and a(4,4 )=1.
Therefore
k K k1
(2.38) [TaC.2)=T1ITa%(* 4)
r,s=1 r=1 s=1

r<s

From (2.37) based on (2.38) it follows

1
k 1 k =

(2.39) Q=][H.[lal%.4,)]

r=1 s=1

Now from (2.36) based on (2.39) we get

|

t 1
k

(2.40) A<< Zt: -y ﬁHﬂr f[[a(zr,zs)]

A=m+l  Ac=m+lr=l s=1

In the inequality (2.40) the product has k factors
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1

k

x|

[Tk

s=1

H

>

. 1 .
with the exponent —. The sum of these exponents is 1. Therefore we

can apply Holder's inequality based on which we get

1k

(2.41) A< Y . Y HAH[a )

r=1 [ 4=m+l A=m+l
Denote

1

(2.42) - Y .Y H H[ (2] r=12, k.

A=m+l A =m+l s=1
Since 4, =m+1,...,t forevery r=1,...,k , then
(2.43) M,=M,=..=M, =M.

We will estimate, for example, M, =M . Since a(ﬂl,ﬂi)zl, then from
(2.42) after the calculation we get

Can M=M= YH, Ylalh )kt Yl )k .

A=m+1 A,=m+1 A=m+1

Based on (2.34) we conclude that
1

@) Ylal2 ) =c(p.a)r-23..k.

Ay =m+1
Now from (2.44) based on (2.45) it follows
t
(2.46) M<< > H,

A =m+1

From (2.41), using (2. 42) (2 43) and (2. 46) we get that

(2.47) A<<H|\/|"—M << ZH
i=m+1
Based on (2.47) and (2 29) we conclude that
(2.48) t m(;—ﬁ]ir
A<< 22 " 2"1... i 2l ( f )

i=m+1

Finally, from (2.48), based on (2.14), the inequality (2.13) follows.
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1 1
If r; =0 then o = (———JZIJ , therefore in view of (2.3) and

P q
(2.13) we deduce that the sequence {Gm} is a Cauchy sequence in the space L,

and therefore it tends to a function f in L, ([2], 1.3.9.). Thus, we have the
equality

(a) o
(2-49) f= 0,.7F 25/1 :
21=0

In the next step we prove the equality (2.5). To prove (2.5) we estimate
the quantity
q

(2.50) B:HGI(Q ..... rn)_Gr(nrl ..... )

A=m+1 q

Applying the inequality of Bernstein type ([2],3.2.2.) we get

(HZ j IlrJr +l rnl gl ”

hence, in view of (2. 11), it follows
(2.51) Hé ) << 2% E2”'1... 4.2 (f )p :
Now, using the same procedure by which we estimated the quantity A,

for the quantity B we get (see estimation of quantity B in [6] from (2.50) to
(2.65))

(2.52) [

1
q
<< {Aélziqd E21'1.,.2‘...2“n (f )p} .

In view of the condition (2.3) and mequallty (2.52) we conclude that the

sequence {anﬁ """ r")} is a Cauchy sequence in L, . If we denote

thatGér1 """ SN h, m — oo , then we conclude (see [2], 4.4.7. or [4], 6.3.31)
that h = f ") This means that the equality (2.5) holds. Theorem 2.1. has
been proved.

3. The converse theorem of approximation

Now we are going to prove the converse theorem of approximation
analogously to the result in [5] and give some consequences of the theorem.

Theorem 3.1. Let the conditions of theorem 2.1. be satisfied (the
condition (2.3) where o is given by (2.4)), and let k and m, be given natural
numbers. Then the inequality
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A=m;+1

1 —

1 q o o+k) o-1 a

= C{F{”f”p +Zﬁ‘q( lEg'l...z.../l' } { Zj’q Ejh...ﬂ...i' f)p}
i A=1

holds, where constant C does not depend on either f nor

m =12,....

Proof. For the modulus of smoothness @, of the derivative f i) of
the function f we have

(3.2)

(33) 1, << ) g Lo

q
In the same way by which the inequality (2.17) was established, in view
of (3.3), we conclude that

(3.4) I, <<{ ZZW Ezq“L.. A.2%n (f )P}q

A=m+1

In virtue of the properties of the modulus of smoothness ( [2], 4.4.4. (2))
we have

(3.5)

In the same way by which the inequality (2.17) was established, putting
I, +K instead of r, ,

and since I, =1, we get the estimate

<<l + 352, (1),

(3.6) HGr(nrl ..... fk et )
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Now, in view of (3.2), (3.4), (3.5) and (3.6), we obtain

(Fye )« 1 - q
a)k(f F] <<{ Zqu E;Ahm o (f)p}
(3.7 4

! A=m+1

1

. q
s it Beeen 0,
Denote
(3.8) qlo+k)=s, Ed, . u(f), =A, .

Then, using the inequality (1. 1) (lemma 1.1.), we get

22% =A+2°A +2° 22“

m 2*

SA+2°A+2°) D ITHA

A=2i=2""11
2m1
=A +2° A2+2{Z|“A,+ Zl“ }
2m1

Using the lemma 1.2. from the previous inequality, it follows

(3.9) ZZ‘SAZJ << ZZﬁ -

Choosing m so that 2™* <m. <2™ , from (3.9) it follows

ZmlzﬂsAzl << iis‘lAi ,
70 i1

ie.

(3.10) 22)“ (o+k) A << Zlq (o+k )=

A=0
To estimate the first sum in the mequallty (3.7) we use the inequality
(1.2), (lemma 1.1.), and get

0 2*

iziqo-A 2 qo 22 (A+1) quZA < 2 q0'22q0' z Z iqo-—l'Ai

A=m+1 A=m+1 A=m+1 j=24"141

=290 {(Zm +1)q0_1 A+t (2m+l)qHA et } ,

2
hence, using that m, < 2™ , it follows

(3.11) iz‘q“Azl <2% i A

A=m+1 A=m;+1

24



On the converse theorem of approximation in various metrics for non-periodic functions

Putting A =E (the equality (3.8)), from (3.7) and (3.11), it follows

(3.1). Theorem 3.1. has been proved.

1 1
Corollary 3.1. For n=1itholds that I, =1r,=r,oc=r+——-—

P q
and we get the corresponding theorems and inequalities for a function of one
variable.

Corollary 3.2. If I; =1, j=12,.,n and r; =0, j=i,r,=r ,then

G5
o=n=-=|+r.
P g

Therefore, the condition

r

implies that the function f has derivative

with respect to any
variable X; belonging to space L,. For the modulus of smoothness the
corresponding inequality holds.

Corollary 3.3. Applying the inequality
S S 1
>af<>(a) a>00<s<1 for s==,

q
from the inequality (3.7) it follows
(3.12) w,| £ SN R
mi ]

N 1 o+
ZZMEZM”'%“'ZM" ) m_{” ” +22& . 21'1...2‘...2”n(f)9}

A=m+1
From (3.12) it follows

A O o
(3.13) a)k(f(l’ M’HJ << YATE, ol (f),+
q

i A=m;+1

1 < o+k=
+ W{”f”p +;A k lElll___g_,.A'“ (f)p}.

For n =1 the inequality (3.13) implies the inequality 6.4.1. (3) in [4].
Forr, =0, j=i,r, =r,(j=1..,n) itholds that
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o= r+(l—1JZIj ,and from (3.13) it follows
P q4)i=

o f . 1 © r—l{l—lj;j
(314) (oM [ax—r,aj << Zﬂ, pq E;Jlﬂ_ﬂ_,,ﬁ'" (f )p +
i i /g
+

n
m; rJrk—lJr[i—i

1 D3
W ||f||p +Zﬂ“ " Ez‘l...z...,i'n(f)p
i A=1

This is the inequality 6.4.3. (8) in [4].
n

Corollary 3.4. For p =qitholds that o = lerj , and from (3.13) we
j=1

get
roey. 1 o D ln-
@ o] 30 L0,
1 p =m; +.
1 m; k—l+gljrj
+ W ||f||p+zﬂ g Eg'ln_,qh__;v'n(f)p
i =1
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POLINOMI BLISKI POLINOMIMA CEBISEVA

U radu su definisana dva niza polinoma. Date su njihove eksplicitne
formule, rekurentne formule, funkcije generatrise, njihova veza sa
trigonometrijskim funkcijama, veza sa polinomima CebiSeva i druge osobine.

Neka su €, {x) i 5, (x) polinomi koji zadovoljavaju uslov

Colx)+iS,(x) =(x+ )"

gdje je i imaginarna jedinica.

Tadavazi C,(x)—iS,(x)=(x—0D"i

Ca() =2 ((x + D"+ (x —)™)

Sa@ = (+)" = (x— D"

C,.je pollnom stepenan , a polinom 5, stepenan — 1 i vazi

£ ) = S (1) (1) nm2

Su(0) = EL [,J( 1)¥(,n a2kt

gj.
Cal) =xm = (D)xm 2+ (Pt — 4+
Sp(x)=nx""1- {:}x”‘a + (;};:”‘5 — 4
Prvih nakoliko ¢lanova nizova polinoma C,{x) su
Colx)=1

Cilx)=x

Colx)=x2—-1

Cylx)=x% —3x

Colx)=x*—6x2+1

Colx) =x%—10x* + 5x

Celx)=x%—15x* +15x2 — 1

Co(x)=x7 —21x5 + 35x% — Tx

Prvih nakoliko ¢lanova nizova polinoma 5, su

Solx)=0
S(x)=1
S.(x)=2x

Si(x)=3x%-1
Salx) =4x? —4x
So(x)=05x*—-10x2+1

“ matematika@filozof.org
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Selx)=6x% —20x%+ 6x
So(x)=7x%—35x%+ 21x%2 -1
Teorema l. Za n=0 vazi
Colx)?+ 5,(x)?=&x*+1)"

specijalno [C,(x)] < (x2+ Dz i [S,(x)] < (x2+ 1)z,

Dokaz.
Co(x)2+5,(x)2 = (C () + i5,.())(Co(x) — 15, (%)) = (x + D" (x — D)™
={xI+1)"

Adicione trigonometrijske formule imaju svoj analogn za date polinome.
Teorema 2. Zanizove polinoma C,i5, vaZe formule:
Contn = Cnln — SmSn
Smin = ImCn + Condn
Dokaz. Tvrdenja slijede iz identiteta
Contn(0) + iSpan(0) = (2 + D™ = (x® + )™ (x* + 1"
= (Con(®) + 15, () (C, (1) +i5,(x))
Stavljajuci u prethodnim formulama m = 1 , dobijamo
Posledica 3. Za n = 0 vaze rekurentne formule:
Crs1(x) = xCp(x) — 5, (x)
5n+1{x} = XSH(JX-'} +C, (.'X-'}
Teorema 4. Polinomi Cp, i 5, odredeni su rekurentnim relacijama

Colx)=1 Solx)=0

Cilx)=x S(x)=1

Cpeg(x) = xC,(x) — (x* +1)C,_,(x) Spe(x) = x5, (x) — (22 +
1}5?1—1(1'}

Dokaz. Rekurentna formula slijedi iz identiteta
(x+)?=2x(x+i) —(x?+ 1)
(x+0)" 1 =2x(x+)"—(x2+ D) (x+i)™ 2
Cn+1(x::| + 15n+1(x} = zx{cn(x} + ljn{x}} - (xﬂ + 1}{Cn—1(x} +
1’5”_1(3:}}

Teorema 5. Funkcije generatrise za polinome C,, i 5,, su sledece

o n 1-xt

”:'}C”(xjt T (1-xt)T4el

. _ t
Tz Sn(0)t" = (1—zt)2+t?

Dokaz. Za |t| =1 imamo
mzg CallOE™ + 1370 S, ()™ = B o(Co () + 1S5, (x))™ = T o +

[ntn
_ 1 _ 1-xt ; t
T i-(xtit (1-xt)i4el (1-xt)2+13
Koriste¢i trigonometrijske funkcije, polinomi €, i 5, se mogu

definisati na sledeéi naéin.
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Polinomi bliski polinomima Cebiseva

Teorema 6. Za n =0 vazi:

S, (CD‘tx} _ sinnx
(ginzx)M
COENX
C,(cotx) = —
Dokaz.
3 _ ~m (cosx+izinx)™ __ CoEnx . Einnx
C,(cotx) +i5, (cotx) = (cotx + )" = ot e famo

Prethodna i slede¢a teorema pokazuje bliskost izmedu polinoma
Cebiseva prve i druge vrste T, i U, i polinoma C, i 5, .
Teorema 7. Za n =0 vazi:

Co(x) = (x2 +1}=r (=)
50 = (22 + 12 Uy (=)
T, (x) = (1— x2): C, ( = I)
Un(®) = (22 + D)3 Spaa (725)

Dokaz. Nekaje x=cotu, ue€ (—— —) Tada je

COSU =———= ,5inu = . Koristeci prethodnu teoremu imamo

Vx4l 2341
COERL 1 Xx
C.(x)=C, (catu}— ._;:I-'l_{si.n u) 2in ﬁ)

Druga formula se analogno dokazuje. Stavljajuéi
¥ =cost, vE(0,m),imamo
L X
T, (x) = T,(cosv) = cosnv = (sinv)"C, (cotv) = (1 —x?)z €, (ﬁ)
v1—x*
Teorema 8. Polinomi C, iS5, imaju jednostruke realne nule i

vazi:
1
Cn (x} = HE::L ﬂ:)
;k?!

S.(x)=nlll (x — CDt;ﬂ.’)

Dokaz. Za k=1.2,..,n Je )

c, tﬂk 1 EDBr:E:‘:‘_Z‘T _ :c-.nzh;_".'r_ 0

- "
_ _ . E _ Elﬂ?‘!;l‘? _ EinkmT _

Zak=12,.,n—1; 5, (Cﬂtnﬁ) = [sm:—fn}n ~ (sinu)" 0
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ICOSAHEDRON AND A PAPER DRAGON

Introduction

Make a triangulated tape (,,paper dragon®) following the pattern
depicted in Figure 1. Start bending the tape simultaneously at each edge
connecting two adjacent triangles.

N
'%A wts

wy %
e

More precisely, choose an angle a between 0 and 180 degrees and fold
the tape along the edge connecting triangles 1 and 2 so that the associated
dihedral angle is equal to a. Continue this process by folding the tape along the
common edge of triangles 2 and 3 so that the dihedral angle determined by
triangles 2 and 3 is equal to a, etc. It is assumed that folding is always on the
same side i.e. that the edge forms a ridge from the reader’s point of view. We
stop when each of the 19 dihedral angles between adjacent triangles is equal to
a.

Figure 1.

Definition 1. The geometric shape (figure) obtained by the process of
folding the triangulated tape depicted in Figure 1 along each of the edges
connecting the consecutive triangles for a given angle a is denoted by D[a] and
referred to as a-paper dragon or a-dragon for short.

The p-dragon D[180°] = D[p] is by construction (Definition 1) precisely
the ,,paper dragon* depicted in Figure 1. The 0-dragon DI[0], arising as the

" rade@mi.sanu.ac.rs
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opposite boundary case when a=0, is the case when the tape folds down to a
triangle.

Question 1: What happens with the triangulated tape when the dihedral
angle a is in between these two extremal cases!?

Problem 1. The general problem we study in this paper is the
mathematical structure of objects D[a]. For this reason we allow self-
intersections, i.e. the triangles freely move during the bending process
uninterrupted by other triangles. We want to understand what are the most
interesting shapes among the objects D[a] and how are they changing when the
dihedral angle a is slowly decreasing from 180° to 0°. We want to determine
how different objects D[a] are related to each other by tracking the numbering of
the triangles during the different phases of the bending process.

Animation of the folding process

Figure 2: D[a] for a=180°

We strongly recommend the reader to visit the address http://www.rade-
zivaljevic.appspot.com/, alternatively the addresses http://vimeo.com/35377694
or http://www.youtube.com/watch?v=1GmjTyAQccQ where an animation

showing the metamorphosis of the object D[a] when a goes from 180°
to 0°, can be found. For the reader who does not have these videos at hand we
reproduce in the pages that follow some of the most interesting images from this
animation. Figure 2 essentially reproduces the original triangulated tape, that is
the object D[p]. The next image (Figure 3) depics the object D[a;] where a; =
150.05°. This is the first moment when the triangulated tape makes a closed
form (the paper dragon bites his tail).

Question 2: Determine the exact value of the angle a;. Can it be a

rational multiple of p 1? How do we know that triangles 1 and 20 perfectly fit
together!?
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Icosahedron and a paper dragon

Figure 3: D[a] for a = 150.05°

The next, and the one of the most interesting phases in the bending
process is when the dihedral angle reaches the value a, = 138.19° (Figure 4). The
triangulated tape has formed an icosahedron with all 20 triangles in the role of
faces. This is not really a surprise since the shape of the ,,paper dragon® depicted
in Figure 1 was carefully chosen precisely to achieve this goal. For this purpose
we used a

Figure 4: D[a] for a=138.19°

Hamilton cycle of the graph of edges and vertices of the dodecahedron
which is dual to the icosahedron depicted in Figure 4 (see the following section
for the details). However, the bending process is continued. There is no apparent
reason why there should be any regular or semi-regular form emerging from the
cacophony of moving triangles for any of the subsequent dihedral angles.
Nevertheless, for a; = 109.47° and a4 = 70.53° two new regular forms suddenly
emerge, the octahedron and the tetrahedron, Figure 4. Even greater surprise
awaits when the dihedral angle reaches the value as = 41.81°. A wonderful shape
emerges, Figure 5.
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Figure 4: The cases a; = 109.47° and a, = 70.53°

Figure 5: The cases a5 = 41.81° and as = 0°

This is the so called great icosahedron, one of four Kepler-Poinsot
polyhedra (nonconvex regular polyhedra),
http://en.wikipedia.org/wiki/Great_icosahedron. It can be also described as one
of icosahedron stellations. After passing through the great icosahedron stage
there are no more surprises. The paper dragon curls into a triangular form (and
,falls asleep®).

The origin of the paper dragon

As already mentioned in the previous section, the shape of the paper
dragon depicted in Figure 1 was carefully chosen. We want to guarantee in
advance that an icosahedron must appear as one of the shapes D[a] for an
appropriate angle a. This is achieved by designing a path on the icosahedron that
visits each face exactly once and returns to the beginning position (a closed
Hamiltonian path). Figure 6 (A) is a accurate representation of mutual positions
of faces of an icosahedron
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Icosahedron and a paper dragon

A)

©) (D)
Figure 6: Hamiltonian path on the icosahedron

(Schlegel diagram) so the problem of designing such a path can be
informally rephrased as follows. Suppose that Figure 6 (A) represents a plan of a
castle which has 19 triangular rooms. Assume that there is a door at each wall; in
particular one can go from each of the rooms to any of the adjacent rooms. Also
one can enter the castle through the gates leading to rooms labeled by 1, 3 and 7.
In order to describe (or memorize) a closed path visiting each room exactly
once, we separate the rooms into 7 apartments (Figure 6 (B)) and design a closed
path visiting each of these apartments exactly once. After that it is not difficult
to see how this path can be refined to an actual path visiting each of the 19
rooms (Figure 6 (D)). Observe that when we enter a room, say we move from
room 4 to the room labeled by 5; (Figure (6) (D)) then there are two possibilities
how to continue. We can either move to the left (in our example to the room 5,)
or to the right (to the room labeled by 5s5). Consequently, the word recording the
left-right movements of the path (assuming 1 is the initial position) is the
following

LLLRLRLRRRLLLRLRLRR

Interchanging the letters L and D we obtain another word describing a
Hamiltonian path on the icosahedron and this is precisely the code used to
design the paper dragon depicted in Figure 1 (see Figure 7).
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Figure 7: RRRLRLRLLLRRRLRLRLL
Motivation and further research

The animation used in this experiment was one of the videos created
within the project ,,Ziva matematika (Math Alive), a project for popularizing
mathematics sponsored by the Belgrade Center for the Promotion of Science.
For more details about this project see http://www.rade-zivaljevic.appspot.com/.
The sole designer of all animations was the second author while the general idea
and the overall mathematical expertise were provided by the first author. The
original motivation was to produce an attractive animation with rich
mathematical content. However, it turned out to be a potentially interesting
project in itself connecting problems of discrete and computational geometry
with mathematical applications in biology and chemistry.

The references [1] and [2] address questions about regular polyhedra
which are potentially amenable to the experimental approach utilized in our
paper. The reference [3] illustrates the relevance of the question of studying
combinatorial geometric blueprints based on Hamiltonian paths for the
morphogenesis of icosahedra in viral capsides and related structures.
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GENERALIZED COMPOSITIONS OF NATURAL NUMBERS

1. Introduction

Let b = (by,by,...) be a sequence of nonnegative integers. Compositions
of n in which there are b, different type of 1’s, b, different type of 2’s, and so on,
will be called the colored compositions of n. We let ¢(n, b) denote its number. If
all b; equal 1, then the standard compositions are obtained. It is clear that the
following recursion for c(n, b) holds

c(n,b)=b, c(n-1,b) +b,c(n—-2,b)+---+b,, c(L,b)+b,,
having b; colored compositions ending by one of 1’s, b, colored
compositions ending by one of 2’s, and so on. At the end, there are b,

generalized compositions consisting of one of n’s.
We define the sequence a = (a;,a,,...) such that

a,=la,, = anﬂ—i ;- 1)
i=1

Itis clear that a.,, =c(n,b),(n=12,..)).

Equation (1) connects two sequences of nonnegative integers a and b.
Obviously, for each sequence b we may form the sequence a. Conversely is not
true. Namely, equation (1) may be regarded as a recurrence relation with respect
to b’s, but it does not ultimately produces nonnegative integers.

The paper is organized as follows. In this section we find a simple
connection of colored compositions with Catalan numbers.

In Section 2 we consider the case when the b’s make an arithmetical
progression. We shall prove that then the numbers c(n, b) satisfy a three terms
homogenous recursion with constant coefficients. This means that a close
formula for colored compositions may be obtained. In a particular case the
number of colored compositions is a Pell-Lucas number.

In Section 3 we consider the case when b; is a square function of i. Then
the numbers c(n, b) satisfy a four terms homogenous recursion with constant
coefficients. Thus, in this case also, we may derive an explicit formula for
colored compositions. Several results will be obtained in the case when the b’s
are triangular numbers. Then the a’s are sums of binomial coefficients. Some
identities, concerning sums of binomial coefficients, will be derived by the the
use of Zeilberger’s algorithm, which is described by Petkovsek and all. [3].

“agnus@blic.net
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In Section 4 we investigate the case when b; is an exponential function
of i. In Section 5 two result concerning the floor and the ceil functions will be
proved.

We shall see, in Section 6, that the colored compositions are closely
related with Fibonacci numbers, as is the case with the standard compositions.
Several recurrence relations as well as some closed formulas for
coloredcompositions will be proved. New relationships of Fibonacci numbers
with Pell, Jacobsthal and other classes of numbers are derived.

Note that there is a significant number of sequences in Sloane’s
encyclopedia OIES, [4], which terms equal the number of generalized
compositions. Comment of these sequences in OEIS offer other interpretations
of colored compositions. Sequence A145839 connects colored compositions
with the so called matrix compositions. Also A020729, A008776, A020698,
A007484 connect colored compositions with Pisot sequences.

The next result shows that the Catalan numbers are the case when b’s
produce b’s again.

Proposition 1. If b = (Cy,Cy,...), where C;, (i=0,1,...) are Catalan
numbers, then

c(n, b) =C,, (n=1,2,...).

Proof. In this case equation (1) has the form:

n n-1
Ay = ch—i a :'ch—i—l a,, -
i=1 i=0

The equation a,+; = C, follows by induction, using the well-known
Segner’s recurrence formula for Catalan numbers.

2. Arithmetic Progressions

In this section we consider the case when b is a linear function of i, that
is, when the b’s make an arithmetic progression. We shall prove that then the
numbers of colored compositions satisfy a three terms recursion with constant
coefficients, so that, there is an explicit formula for the number of compositions.

Proposition 2. Let n be a positive integer, let m, k be nonnegative
integers, and let b; = (i-1)+k, (i=1,2,...). Then

c(L,b)=k, c(2,b)=m+k +k?,
c(n+Lb)=(k+2)c(n,b)+(m—-k -Dc(n—-1Db).
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Proof. Equation (1) takes the form: a = Z[m(n—i)+k]ai. It is
i=1

easy to see that a, =k,
a_3=m+k+k2. Furthermore, for n>2 we have

n-2 n-2
a,,=ka, +(m+k)a,, +> [mn-1-i)+kla; +m> a.
i=1 i=1
We conclude that
n-2
a,,=(k+Da, +ma,_, +m> a,.
i=1
Replacing n by n+1 yields
n-1
+ma, +m> a,.
i=1
Subtracting the last two equation we obtain
a‘n+2 :(k + 2)a‘n+l + (m -k _1)an :
In the next corollary we give some particular cases which show that
some well-known integer sequences count the number of colored compositions.

an+2 = (k +1)a

n+l

Corollary 1.
0] If m=1,k=0thenc(l, b) =0, c(n, b) = 2"%, (n>1).

2l

ny_.
(i) If m =2, k =0 then c(n,b)= 2.2 (2_)2' .(Pell - Lucas
iz \ &l
numbers)
(iii) If m =1, k=1 then c(n, b) = F,,. (Fibonacci numbers with even

indices)
(iv)  Ifk=m-1thenc(l, b) = m-1, c(n, b)=m? (m+1)"?, (n>1).

Proof. (i) is obvious.

In the case (ii) the recurrence equation takes the form c(1, b)=0, c(2,
b)=2,

c(n+1,b) = 2c¢(n, b)+c(n-1,b),

which is the recurrence for Pell-Lucas numbers.

In the case (iii) the recurrence relation becomes c(1, b) = 1, ¢(2, b)= 3,

c(n+1, b) = 3c(n, b)-c(n-1,b).

This is the recurrence equation for Fibonacci numbers with even indices
by Identity 7 from [1].

Finally, for k = m-1 we have c(1, b) = m-1, ¢(2, b) = m"2,

c(n+1,b) = (m+1)c(n, b) ,(n>2),

and (iv) is true.
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3. Square functions

In the case, b; is a square function of i. We now obtain the four terms
recurrence relation for c(n, b). This means that, in this case, we may also obtain
a closed formula for generalized compositions.

Proposition 3. Let n be a positive integer, and let k, m,p be arbitrary
(rational) numbers such that bi=ki*+mi+p, (i=1,2, ...) are nonnegative integers.
Then

c(1,b) = k+m+p, ¢(2,b) = k2+m?+p?+2(km-+mp-+kp)+4k+2m+p,

c(3,b) =
8k+3m-+p+2(4k*+2m?+p?+6km-+5kp+3mp)+k3+m3+p®+3(km?+kp®+mp?+2kmp

),
c(n+1, b) = (k+m+p+3)c(n, b)+(k-m-2p-3)c(n-1, b)+(p+1)c(n-2, b),
(n> 3).

Proof. We have a,,, =Y [k(n—i+1)+m(n—i+1)+ pla,. Itis easy
i=1

to obtain the value a, az and ay.
For n>3 we have

a,,=Kk+p+m)a, +nz_l[k(n —i+D)*+m(n—i+1)+ pla,. It
follows that -

a,,=(k+m+p+Da, +(3k+ m)anfl+n272:[k(2n —2i+1)+m]a,.

Replacing n by n+1 we obtain "

a,,=(k+m+p+Da,, +nz_1[k(2n —2i+1)+m]a, +2kni a;.

By subtraction we obtain " "

n-1
+(2k—p-Da,+2k>_ a;.

i=1

a,,=(k+m+p+2)a

n+1
Replacing n by n+1 in this equation yields

an+3 :(k +Mm+ p +2)an+2 +(2k - p_l)an+l+2kz ai "

i=1

It follows that ap.3 = (k+m+p+3)a,., + (k-m-2p-3)an.; + (p+1)a,..
In the next corollary we give two particular cases.

Corollary 2. (i) Ifk =1, m =0, p = -1 then c(1, b) =0, c(2,b) = 3,
c(n,b)=8-3"2(n >3).
(i) Ifk=1, m=1,p=-1then c(1,b) =1, c(2, b) = 6,c(3,b)=22,
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Generalized compositions of natural numbers

c(n,b)=9_§\/g <2+\/§)n + 9+:\/§ (2—\/§)n .

Proof. The assertion (i) is true since, in this case, the recurrence
equation becomes

c(n+1b)=3-c(n,b), (n=>2).

In the case (ii) the recurrence takes the form:

c(n+1,b)=4-c(n,b)—c(n-1Db), (n>3).

Solving the characteristic equation of this three terms recurrence
equation we conclude that the assertion is true.

n
Since [ZJ is a square function of n we may derive from the preceding
proposition some formulas which connect triangular numbers with generalized
compositions.
i i—2) .
Corollary 3. (i) If b= 5 ,(1=12,..)) then c(1,b) = 1, c(2,b) =1,
c(3,b) =1,

c(n+1,b)=4c(n, b)-6¢(n-1,b)+4c(n-2,), (n=3,4,...).
Explicitly,

cn.by = Z (4nrl4ij'

(i) If b, = (i ;1}“ =12,..), thenc(1,b) =0, ¢(2, b) = 0, c(3,b) = 1,

¢(n+1, b) = 3c(n, b)-3c(n-1,b)+2¢c(n-2,b), (=34, ...).

(iii)) If b, :(;]'(i =12,..), thenc(L,b) = 0, ¢(2, b) = 1, ¢(3,b) = 3,

c(n+1,b)=3c(n, b)-2c(n-1,b)+c(n-2,b), (n=3,4,...).
Explicitly,

- $(27)

(iv) If b, :(i ;1J,i =12,..., thenc(1,b) = 1, c(2, b) = 4, ¢(3,b) = 13,

c(n+1,b)=4c(n, b)-3c(n-1,b)+c(n-2,b), (n=3,4,...).
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Explicitly,
non+2i-1
c(n,b) = Z( _ J
io \ N-—I
L . 1 5 .
Proof. The assertion (i) is obtained for k = E,m = —E,.p =3, (ii) for
1 3
k==m=——,p=1,
2 2 P

1 1 1 1
iii) for k==,m=—-=,.p=0, (iv) for k==,m==,.p=1. The
(iii) > 5 p (iv) > > p

explicit formulas are obtained by the use of Zeilberger’s algorithm, [3].

i+2
Remark 1. In the case b, :( 5 J,i =12,..., A145839 which counts

the number of 3-compositions of n. This connects the colored compositions with
the so called matrix compositions.

4. Exponential functions

The following result concerns the case when b; is an exponential
functions of i. Then, again, the numbers c(n, b) satisfy a three terms
homogeneous recurrence relation with constant coefficients.

Proposition 4. Let n be a positive integer. If b;= k+pm", (i=1,2,...), then
c(L,b)=k+p, c(2,b) = k+pm+(k+p)’, c(n, b) = (k+m+p+1)c(n-1,b)-
(km+m-+p)c(n-2),(n=3,4,...).

n .
Proof. Equation (1) has the form: a,,, =>_(k+ pm""')a, . It follows
i=1
that
a, = k+p, az= k+pm-+(k+p)>
Further we have

n-1 _ n-1 n-1 _
a,, =(k+p)a,+> (k+pm")a=(k+p)a,+k> a +p> ma. He
i=1

i=1 i=1
nce,

n-2 n-2
a,, =(k+pla,+(k+pa,, +kzai + pmzmniliiai +p(m-Da,,,

i=1 i=1

n-2
thatis, a,,, =(k + p+1)a, + p(m-Na,, + p(m-1> m"*a,.

i=1
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Replacing n by n+1 we obtain
n-1 .
a,,, =(k+ p+a,, +p(m-1a,+pmm-1)> m""*a.
i=1

Subtracting two last equation yields
An+2 = (k+p+m+1) An+y - (p+m+mk) an.
Some particular cases of the preceding theorem follow.

Corollary 4. (i) If k = 0 then ¢(n, b) = p(m+p)"™.

(i) Ifk=1, m=2, p=1then c(1,b), c(2,b) =7, c(n, b) = 5¢(n-1, b)-
5¢(n-2,b), (n=3,3,...).

(i) Ifk=-1, m=2,p = 1then c(n, b) = Fzn.

Proof. (i) In the case k = 0 we have: ¢(1,b) = p, ¢(2,b) = p(m+p),

c(n, b) = (m+p+1)c(n-1,b)-(m+p)c(n-1,b), (n=3,4,...).

The roots of the characteristic equation are a = 1, # = m+p. Solving the
system

Ciatc f=p, cra”2+ c; B2 = p(m+p), yields ¢,=0, ¢, = p/(m+p),
and the assertion (i) is true.

In the case (ii) we have c(1,b) = 2, ¢(2,) = 7, ¢(n, b)=5¢c(n-1,b)-5¢c(n-
2,b), (n=34,...).

Finally, in the case (iii) we have c(1,b) = 0, c¢(2,b) = 1, c(n, b)=3c(n-
1,b)-c(n-2,b), (n=3,4,...).

The assertion now follows from Identity 7 in [1].

5. Floor and Ceil functions
Proposition 5. Let n be a positive integer, and b, :[ﬂ,(i =12,..).
Then

c(1,b) =0, c(2,b) =1, c(3,b) =1, c(n, b) =c(n-1,b) + 2¢(n-2,b) - c(n-
3,b), (n>3).

Proof. Itis easy to see that a, = 0, a3 = a, = 1. For n>3 we have

- ”Zl:{ _2|+1}a o, Z[ —|+1}ai:an+anl+z([ —;+1}_[n 1;|+1Dai'

=1 i=1

n i+1 +1)
It follows that &, =a_+a, 1+Z

Replacing n by n+1 we obtain

n |+1

a.,=a  +a, z(_ a+Za
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n-1
It follows that a,,, =2a, +Z a;. Replacing n by n+1 we have
i=1

n
a'n+2 = 2an+l +Z a'i '
i=1l

Subtracting the last two equations yields
An+3 = An+2+28n+1-An.
In a similar way the following result for the ceil function may be proved.

We let cf [Bj denote the ceil function of P .

q q

Proposition 6. Let n be a positive integer, and b, =cf (%) (1=12,..).

Then ¢(1,b) = 1, c(2,b) = 2, ¢(3,b) =5, ¢c(n, b) =2 c(n-1,b) + c(n-2,b) - c(n-3,b),
(n>3).

6. Fibonacci numbers

In this section we prove several formulas in which the number of
colored compositions is related with Fibonacci numbers. Our first result extends
the result from [2], where compositions with two different types of 1 are
considered.

Proposition 7. Let n be a positive integer, let p,g be a nonnegative
integers, and let b = (p,q.q, ...).
Then c(1, b) = p, ¢(2, b) = p?+q, c(n, b) = (1+p)c(n-1, b)+(g-p)c(n-2,

b), (n>2).
1+ p++/(p-1)? +4q

Explicitly, c¢(n, b) = u o"+vp", where o= > ,
1+ p—+/(p-1)2? +4q
= > )

y Aa=(p=D"+(p-Dy(p-D* +4q
2/(p-1)2+4q |

A+ (p=1° - (p-1y(p-D* +4q
2\/(p-1)?%+4q
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Proof. In this case equation (1) has the form: a_,, = pa, +q E a;. We
i=1
easily obtain that

=p, as=p’+ 0. Next we have a,, =pa, +qa,; — pa,, +9>.a;,

that is,
a1 =(1+p)an+(g-p)as-1.

The characteristic equation for this recurrence is x*- (p+1) x —q + p =
0. Solving this equation we obtain the explicit formula.

In the following corollary we shall state some particular cases of this
theorem. The first is the well-known formula for the number of all standard
compositions. In all stated results the number of colored compositions is a
Fibonacci number.

Corollary (i) If b = (0,1,...) then c(n, b) = F,. This is the well-known
result that says that there are

F. compositions of n in which each part is greater than 2.

(i) If b = (2,1,.1,....) then c(n, b) = Fyua. This is the result from
\cite{eme}.

(iii) If b = (3,4,4,...) then c(n, b) = F341.

Proof. (i) In this case we have p =0, q = 1. It follows that

1+J— gl J_ _5-410 _5+5
10 ' 10"

and the assertion follows from Binet formula.

(ii). In this case we have p = 2, g = 1 and the recurrence relation has the
form

A= 2,83= 5, a1=3a-any, (n=3,4,...).

The assertion follows by induction using Identity 17 from \cite{bk}.

(iii). The recurrence equation in this case has the form a,.;=4a,+a,.; It
is easy to prove that for Fibonacci numbers the following identity holds
Frro=4F1+F4. Using induction and this identity we conclude that the assertion
holds.

The next result also generalizes a classical result for standard
compositions.

Proposition 8. If b = (p,1,0,0,...) where m is a positive integer then
n
H n—i .
c(nb)=>|". |p"*.
io\ |
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Proof. The recurrence relation for Fibonacci polynomials is Fn.i(X) =
XFa(X)+F,1(x). It follows that, for a positive integer p we have F...1(p) = c(n, b).
The required equation follows from the well-known formula for Fibonacci
polynomials.

As an immediate consequence we obtain the following well-known
result.

Corollary. The number of compositions of n in which each part is either
lor2isFpyg.

Proof. Take p = 1 in the preceding proposition and apply Identity 4 in
\cite{bk}.

The following result also extends a well-known result for standard
compositions.

Proposition 9. Let $n$ be a positive integer, let p, q be nonnegative
integers, and let b = (p,q,p.q, ...).

Then c(1,b) = p, ¢(2,b) = p*+q, c(n, b)=pc(n-1,b)+(1+q)c(n-2,), (n>2).

2n
Proof. In this case we first have a,,,, = > b, ,,a;. Hence
i=1

Ay =0a(@, +ag +---+3,,, )+ p(@, +a, +---+a,,) = pa,, + L+ q)a,, ,,
and the assertion is true for even n.
2n-1

Also, a,, = > b, ;a;, thatis,

i1
&y, = P(a, +ag+---+ay, ) +a(a, +a, +---+a,, ,) = Pay, , + 1+q)a,, ,

Hence, the assertion is also true for odd n.

Corollary. Let n be a positive integer, and let b = (1,0,1,0,...). Then c(n,
b)=F,

In other word, F, is the number of compositions of n in which all parts
are odd.

Proof. Since p = 1, g = 0 the assertion of the preceding theorem
becomes recurrence relation for Fibonacci numbers.

In the last result the Fibonacci numbers play the role of the b’s.
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We prove that there are a closed formula for c(n, b) in the case when b;
=Fm+k-1) (1=1,2,...n), where m>—1k > Oare arbitrary integers. For this we
need the following identities for Fibonacci numbers.

Identity 1. Let m>—-1,k >0 be integers. Then Fu.x+Fmax = Fn(Fac
1+Fos).

Proof. The assertion is obviously true for m = 0. Since F_g.1) = Fa it is
also true for m = 1 and m = -1. Assume that it is true for m; such that
0<m, <m. Then, for m.>2 we have

Frvok+ Frnoc= Frnasoc + Frooc+ Foosoc+ Fozoe

Using the induction hypothesis yields
Frsa+ Fnak= (Fmna + Fin2 )(Faat Farr) = Fon (Fakat Faxen)-
In a similar way we may prove

Identity 2. Let m>—1,k >0 be integers. Then
Frsac1tFmae = Fa(Faca+Fa).

Proposition 10. Let m>—1 be an integer, let k be a nonnegative
integer, and let by =F k1) (i=1,2,...n). Then, ¢(1, b) = Fpn ¢(2, b) = Frsx+ Fo’,
C(n+1’b) = (Fm + Fk-l + Fk+l) C(nv b) + ('1)k_1(Fm-k+ 1)C(n_11 b)1 (n>1)

n
Proof. We have a,=1a,,,= > F, nd& For n = 1,2 we easily
i=1
obtain a,= F, a3 = Fr. +Fn2 Assume that k is even and denote k = 2p. Then for

n>2 we obtain a,,, = F..,00.na - Applying Identity 1 yields
i=1

n n
(FZ p-1 + FZ p+1)an+l = z Fm+2 p(n+1—i)ai +Z I:erZ p(n—l—i)ai =a'n+2_ Fm an+1 +an + I:m—2k an !
i=1 i=1

and the assertion holds
The proof in the case that k is odd follows similarly from Identity 2.

Remark. We state sequences in OIES which are generated by the results
of this paper

A000079, AO000129, AO000244, A000302, A000351, A000400,
A000420, A001018, A001019, A001020, A001021, A001022, A001023,
A001024, A001025, A001026, A001027, A001029, A006053, A006054,
A009964, A009965, A009966, A009967, A009968, A009969, A009970,
A009971, A009972, A009973, A009974, A009975, A009976, A009977,
A009978, A009979, A009980, A009981, A009982, A009983, A009984,
A001045, A001076, A001333, A001353, A001519, A001653, A001906,
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A002001, AO002533, A002535, A003665, A003699, A003946, A004253,
A005053, A005054, A006190, A007051, AO007052, A007484, A008776,
A011557, AO013708, A013730, A018902, A018903, A018904, A020698,
A020729, AO024495, A026150, A028859, A030186, A033887, A034999,
A038503, A046717, A052530, A052542, A052913, A052918, A052924,
A052934, A052936, A052945, A054413, A054854, A055270, A055275,
A055841, A055842, A055846, A055847, A055995, A055996, A056002,
A056116, A067403, A067411, A078469, A081294, A083098, A083100,
A083101, A083217, A084057, A090019, A090042, A093141, A095263,
A100237, A103333, A104934, A105476, A109808, A118264, A120612,
Al122117, Al122558, A125816, A125818, Al133343, Al133345, A133356,
A147518, A147722, A158869,
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RICKART RINGS WITH INVOLUTION

1. Preliminaries

All rings considered in this paper are associative. A * - ring or a ring
with involution R is a ring with unary operation X —> X such that
(X)) =x,(x+y) =x"+y ,(xy) =y'x’, forall X,y in R. An element
eeR is called a projection if it is self adjoint (¢” =e€), and idempotent
(e2 =e). We write R for the set of all projections in R . If S is any subset of
Rwe writt S =S ~R. For projections e, f we write e < f in case e =ef
and see that relation < is partial ordering on a set of projections. In general,
extra conditions on R are needed to make R a lattice. ([1]) A drastic condition
that works is commutativity. Projections €, f in R are equivalent, written
e~ f if there exists we R such that ww=e, ww = f. It is well known
that this relation is equivalence relation. An element we R such that
WW W =W is called a partial isometry. An element w R is a partial isometry
if and only if an element e =ww"™ is a projection such that we =Ww. Then
f =ww’ is also a projection and fw=w. Moreover € is the smallest
projection such that we =w and f is the smallest projection such that fw = w.
With notation of previous statement € is called initial projection and f the
final projection of the partial isometry W. It is easy to see that projections e, f

are equivalent if and only if there exists a partial isometry with initial projection
e and final projection f . Projections e, f are called orthogonal if ef =0,

equivalently fe=0. If e, f are projections with e< f then f—e is a
projection orthogonal to €.

* dusanjok@yahoo.com
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1.1 Some properties of equivalence of projections

The next proposition shows that the equivalence is finitely additive.

Proposition 1.1.1 ([2]) If e,...,€, are orthogonal projections and

f,,..., f, are orthogonal projections such that e, ~ f,, for i=1...,n then

n n
Zei ~ Z f, .
i=1 i=1
Proof: Let w; be a partial isometry with Wi*Wi :ei,WiWi* = f,. Let

n
w= Zwi . It is routine to check that W is a partial isometry implementing the
i=1

desired property.

For the projection € in ring R we call eRe a corner generated by a
projection €. The next proposition shows that the equivalence of projections
implies the isomorphism of the coresponding corners.

Proposition 1.1.2 If e  f with partial isometry W then eRe = fRf .

Proof: We define a function ¢ by @¢(x)=wxw’, xceRe. Since
xeceRe,p(x)e fRf . Obviously ¢ is additive which means

d(X+Y)=d(X) +@(y). If X,y €eRethen:
P(Xy) = WXyW™ = WXeyW " =Wxw Wyw" = $(X)¢(y)-

We also have ¢ is injective. If xceRe and wxw =0 then
O=w (wxw )w=exe=x. If yefRf then wyweeRe and
dWYW) =Yy so ¢ is surjective. For all xeeRe we have
A(X)=wx W =(wWxw) =(g4(x))" which proves that ¢ is involutive

isomorphism.
The clasification theory requires an ordering of projections more

suitable then <. For projections e, f € R we write e < f , and say that € is
dominated by f , in case there exists projection g such that e~ g < f , that is
e is equivalent to a subprojection of f . We use r(X) to denote an annihilator
of set X .
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We say that R is Rickart ring with involution (*- ring) if for each

X € R there exists g e R such that r({x}) =gR. It is well known that *-
regular rings, Boolean rings are Rickart rings.

Proposition 1.1.3 ([1]) If R is Rickart *- ring then R has a unity
element and the involution of R is proper.

Proof: Write r({O}) =gR. Since r({O}) =R we have R=gR, thus

g is left unity for R. From the fact that R is ring with involution we obtain
that g is two-sided unity element..

It is well known from that in a Rickart *- ring R for arbitrary x e R
there exists LP(x), RP(x) so called left and right projection respectively.

Although the projections of a Rickart *- ring need not form complete
lattice, they always form a lattice by an supremum and infimum given with:
evf=f+RP(el-f)),enf=e-LP(el-T)).

Proposition 1.1.4 ([3]) Let R be a Rickart *- ring and let B be a *-
subring such that B has a unity and for all X € B,RP(x) € B. Then B is also

Rickart *- ring. Moreover if x € B then:
RP; (xX) = RP; (X).

Proof: Write e for the unity element. Let x € B and g = RP(X). By
assumption g € B, since Xe =X, we have g<e. If ye B then xy =0 iff
gy=0 iff (¢e—g)y=1Y, so we have that the right annihilator of X in
B (e—9)B.

A useful application of previous proposition is:

Corollary: If R is a Rickart *-ringand e € R .Then eReis Rickart *-
ring.

2. Matrix representation of rings with involution
It is generally quite hard to show that a ring with involution is
isomorphic to some matrix ring. The question of when a Rickart ring is matrix

ring is easier under some assumptions of projections. We begin this section with
assumption on orthogonality of equivalent projections with sum 1.
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Theorem 2.1 Let R be a *- ring with unity, n € N, and suppose that R
contains N orthogonal equivalent projections €,,€,,...,€, with sum 1. Then R

is isomorphic with the ring (e, Re, ), , of all nxn matrices over e, Re, .

Proof: For all i=1..n let w, be a partial isometry such that
W W, =e ,ww =ge. We define mapping ¢#:R—>(e Re,), with
¢(a) = (Wi*awj ), which is involutive isomorphism.

If aeR, then Wi*aWj ee Re,, forall i, j, thus ¢(a) (e, Re,),.

Clearly:
#a+b)=¢(@)+¢(b) , (@) = (4(@))".

Mappnig ¢ is injective. If waw; =0 for all i,j then
eae; =w;(w; aw;)w; =0, forall i, j thus

a=1lal= (Zei)a(Zej) = Zeiaej =0.

If (a;)e(eRe;), we define a=> wa;w, . Nothing that
i
W, W, =0 when i # j, we obtain
W,aw; = > W Wagw, W, =w, wa,w w, =ea;e =a;, Wwhich
k.l
shows that ¢(a) = (a;)-
At the and we have that:
p(ab) = (waw, )(w, bw;) = (wa)(D_ ww, )(bw;) =
k k

= (w'a)(Q_e)(bw;) = w; (ab)w; = (a)p(b).

which completes the proof.
Next result is very important in theory of extension of ordering. ([2])

Lemma 2.1 Let R be a Rickart *- ring containing a projection € such
that e1—e. Then 2=1+1 isinvertibile in R.

Proof: Let W be a partial isometry such that wW'w=e,ww =1—¢.
From the fact that R is Rickart ring we obtain there exists projection f such

that r(e-w)=fR. From (e-w)f =0 we have fw=fe. Since
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we(l-€e)Re it follows (e—w’)(e+w)=0, and therefore
f(e+w)=e+w. Noting that fw = fe, this yields to e =2fe —w, and after
that W =2fw" —(1—e). Taking adjoints we obtain 1—e =2wf —w. Then
for x = fe + wf —w we have 2x =1 which completes the proof.

In our closing result we give an aplication of previous theorem which
characterize equivalence of orthogonal projections in weakly Rickart ring with
involution.

Let R be a*-ring, X R, € a projection in R. We say that € is an
annihilating right projection (briefly, ARP) of X in case (i) Xe =X and (ii)
Xy =0 implies ey =0. We say that R is weakly Rickart *- ring if every
X € R has ARP property.

Theorem 2.2 Let R be weakly Rickart *- ring and let e, f be
projections such that ef =0. Then e ~ f if and only if there exists a projection
g such that 2ege =e,2fgf = f,2geg =2gfg =g.

Proof: If such a projection g exists then, defining w= 2 fge we have
ww' = 4egfge = 2e(2gfg)e = 2ege = e, and similarly ww”™ = f  thus e = f

Conversely, suppose e~ f . Dropping down to (e+ f)R(e+ f)we
can suppose that R is Rickart *-ring and e+ f =1. Let W be partial isometry

such that w'w=e,ww = f =1—e. Define w, =e,w, =w and consider the
*-isomorphism ¢: R — (eRe), given by #(a) = (w "aw;,).

For ae R we write a; = Wi*awj (i,j =12). Since w,, =ewe=0,
W, =eww =0, W, =wwe=e, W, =www=ew=0. Now we have

00
w0 7

. : . e O 00
The similar computations yields ¢(e) = 00 ,o(f)= 0 el

If we write 1 for the unity element of eRe and identify R with
(eRe), then:

i e el 3]
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0 O
Note that if a=(a;), faf :{O . } Since element 2=1+1 is
22

invertible in R we may define:

g:

NI RPN~
N|IF,PN| -

Evidently, g is projection with desired property:
2ege=e, 2fgf = f, 2geg =29gfg =g .

3. Baer rings as generalization of Rickart rings

The definition of a Rickart *- ring involves the annihilator of singleton.
For a Baer * - ring we consider arbitrary subset. A Baer *- ring is a *- ring R
such that for every nonempty S of R r(S)=gR for suitable projection g .

The relation between Rickart *- rings is the relation between lattices and
complete lattices.

Proposition 3.1 ([1]) The following conditions on *- ring R are
equivalent:

0] R is Baer *-ring.

(i) R is Rickart *- ring whose projections form a complete lattice.

(iii) R is Rickart *- ring in which every orthogonal family of
projections has a supremum.

Proof:

(i) implies (ii): Suppose that R is Baer *- ring and S is nonempty
subset of projections in R . From the fact that R is Baer ring with involution we
find projection e such that r(S) = (1—e)R. We will show that € is supremum

for S. Since 1—e er(S) we have f(1—e)=0 forall f €S. On the other
hand, if g is a projection such that f <g, for all feS, then
1-ger(S)=(@-¢)R, then 1-g<1-e,e<g. This shows that supS
exists and is equal to 1—sup{l— f, f € S}.

(ii) implies (iii) trivialy.

56



Rickart rings with involution

(iii) implies (i). Let S be nonempty subset of R. Note that X € r(S)
iff LP(x)er(S). It follows that if the only projection in r(S) is 0O then
r(S) = {0} = OR . Otherwise let {ei} be maximal orthogonal family of nonzero
projections in r(S). By hypothesis e =supe, exists, we conclude the proof by
showing that r(S)=gR. At any rate eer(S), so we obtain eR c r(S).
Conversely, assuming X € r(S) we assert that x e eR. Setting y = X —ex we
will show that y =0. Note that y € r(S), which implies LP(y) e r(S). Also
for all i, we have e,y =e,Xx—e,ex =0, therefore €,LP(y) =0. The argument
of maximality yields LP(y) =0, that y =0.
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POLUPRAVILNI MNOGOUGLOVI NAD
CJELOBROJNIM RESETKAMA

1. Uvod

1.1. Talkaste reSetke u ravni: Dvije familije paralelnih pravih koje
,razbijaju® ravan na jednake paralelograme formiraju mrezu u ravni. Skup L
svih tacaka presjeka tih pravih linija nazivamo tackasta resetka ili jednostavno
reSetka, a same tacke ¢vorovima resetke. Svaki od tih paralelograma nazivamo
fundamentalnim paralelogramom ili generatorom resetke. ReSetka se sastoji od
(tacaka) ¢vorova, a same prave to nisu. Od posebnog je interesa ortogonalna

cjelobrojna resetka Z”. Ona se sastoji od tataka ravni OX ije su koordinate
cijeli brojevi u pravouglom koordinantnom sistemu. Jedna reSetka se moze
dobiti presjekom razli¢itih familija paralelnih pravih koje nisu ortogonalne.

Tacke resetke mozemo posmatrati i kao ¢vorove kvadratne mreze Cije su
stranice duzine 1. Ako svi vrhovi mnogougla leZe na ¢vorovima resetke, kazemo
da je on upisan u reSetku. Tacke reSetke nisu direktno vezane za familiju linija
za razliku od svojih fundamentalnih paralelograma. ReSetke u ravni
predstavljaju mocno sredstvo povezivanja analiti¢kih problema sa geometrijom i
obrnuto. Kretanje na ovom jedinstvenom mostu povezivanja analize i geometrije
je obostrano i vrlo intenzivno.

Prva istraZivanja refetke Z” kao matematitkog objekta prema
dostupnim informacijama vezana su za radove Gausa, koji se zainteresovao za
pitanje: Kako brzo sa porastom R polupre¢nika kruznice raste i broj N(R)

tacaka sa cijelim koordinatama u krugu? (Vavilov, Ustinov 2006a).

Na cinjenicu da neke jednostavne geometrijske tvrdnje u ravni imaju
¢vrste 1 duboke veze sa aritmetickim tvrdnjama medu prvima je ukazao
Minkovski, pokazujué¢i da brojni teorijski problemi proizlaze iz gemetrijskih
modela (Hilbert 1932: 36-47). Takode, postojalo je i interesovanje za

moguénost upisivanja pravilnih mnogouglova u reetki Z”. Prvi rezulatati se
vezu za Lukasa koji je dokazao da se na toj reSetki ne moze razloziti pravilni
trougao (Lukas 1878). U osnovi tog dokaza leZe elementarne osobine iz teorije
brojeva.

Znacajni su rezultati u razmatranju pitanja vezanih za odnos poligona i
cjelobrojnih resetki i sljedec¢ih autora: Ball 1973:119-122, Hilbert, Cohn-Vossen
1932, Vavilov, Ustinov 2006a, 2006b, Egorov 1974, Robinowitz 1986,
Govedarica 2005 i dr.
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Paralelogrami koji generiSu reSetku L nazivamo fundamentalnim
paralelogramima, ¢iju povrSinu oznadavamo sa A =A(L). Za kordinantni

pocetak na reSetki obicno uzimamo jedan njen c¢vor. ReSetku mozemo
konstruisati za svaki paralelogram, paralelnim pomjeranjem prvo u jednom, a
zatimu drugom pravcu, duz stranice paraclograma za duzinu tih stranica.

Drugi praktican nacin zadavanja reSetke u ravni zasniva se u izboru bilo
koja dva nekolinearna vektora a,b i tatke O koordinantnog pocetka. Tada

skup L(a,b) svih tacaka P takvih da je OP = ma+nb gdje su
M, N € Z predstavlja resetku. Na primjer Z> =L(i, j) gdje su i, jdva
uzajamno normalna vektora jedini¢ne duzine. Dakle, reSetku generiSu svaka dva

nenula vektora sa zajednickom pocetnom tackom, a koji svoj kraj imaju u
razli¢itim vrhovima nekog fundamentalnog paralelograma.

1.2. Osnovne osobine tacaka resetke u ravni:

(1) Prava koja prolazi kroz dvije tacke reSetke sadrzi beskonac¢no
mnogo ¢vorova resetke i pri tome sva rastojanja medu susjednim ¢vorovima koji
leZe na jednoj pravoj su jednaki.

(2 ) Paralelnim pomjeranjem ravni kojom se jedan ¢vor resetke prevodi
u drugi, prevodi se cijela resetka u samu sebe.

(3) Resetka je centralno simetricna u odnosu na sredinu bilo kog
segmenta koji povezuje dva ¢vora te resetke.

(4) Pravilo paralelograma — ako su tri vrha paralelograma ¢vorovi
reSetke, tada je i Cetvrti vrh tog paraelograma ¢vor te resetke.

(5) Ako paralelogram sa vrhovima u ¢vorovima resetke ne sadrzi druge
¢vorove na stranama ni unutar sebe, tada on generiSe tu reSetku tj. on je
fundamentalni paralelogram za tu reSetku. Ova osobina se uzima za Kriterijum
kod ispitivanja da li se paralelogram javlja generatorom resetke.

1.3. Fundamentalni paralelogrami: Trougao ¢iji vrhovi leZze u ¢vorovima
reSetke 1 koji osim svojih vrhova ne sadrzi ni unutar sebe ni na svojim
stranicama druge ¢vorove reSetke, naziva se primitivni trougao. Ocito se svaki
fundamentalni paralelogram moze svojom dijagonalnom podijeliti na dva
primitivna trougla, a vrijedi i obratno, da se svaki primitivni trougao moze
dopuniti do fundamentalnog paralelograma. Osnovne osobine fundamentlanih
paralelograma i primitivnih trouglova sadrzane su u sljedeca dva stava (Vavilov,
Ustinov 2006Db).

1. Svi fundamentalni paralelogrami (time i primitivni trogulovi) date
reSetke imaju jednake povrsine (slika 1).
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|
o

Slika 1.

2. Par vektora @ =mée, +n€,, b=ke +1€, gdje su m,nk,l eZ
generiSe reSetku ako i samo ako je generiSu i vektori $ €€,
tj. L(a,b) = L(€, €,) kada je |ml—nk|=1.

Primjeri reSetki sa razli¢itim fundamentalnim paralelogramima prikazani
su slikom 2.

2. Pravilni mnogouglovi na resetkama

U ovom dijelu dajemo osnovne rezultate koji se odnose na pravilne
mnogouglove upisane u cjelobrojne reSetke u ravni. Prve rezultate o

A
\VAVAVAVAVAY

v ////
£ /’/”// _///\%/\/\%
777 7 75X

Slika 2.

nemogucnosti upisivanja pravilnog trougla u resetku Z> prema dostupnim
izvorima dokazao je E. Lukas. U osnovi tog dokaza leze elementarne osobine iz
teorije djeljivosti brojeva (Lukas 1878). Odnosno, dokazana je tvrdnja.

Teorem 2.1. Pravilni trougao nije moguce upisati u cjelobrojnu reSetku
Z”(da sumu sva tri
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tjemena u ¢vorovima cjelobrojne resetke).

Dokaz: Neka date poluprave p,q sa zajednickim koordinantnim
po&etkom prolaze kroz &vorove A(a,b),B(c,d) resetke Z” (slika 3a). Tada je
tangens ugla ¢ = ./(p,q) izmedu tih polupravih racionalan broj ili nije
definisan. Odnosno,

b
tgo—-tg8 ¢ a _ad-hc
tgp=tg(a—p)= = = €

9p=19(a=/5) 1+t9f 4,4 b ac+bd Q

Slika 3.

Pretpostavimo suprotno, da postoji jednakostrani trougao u resetki Z”
sa tjemenima u ¢vorovima O(0,0), A(a,b),B(c,d)tj. trougao OABje
jednakostrani¢ni trougao. Tada poluprave koje izviru iz njegovih vrhova sadrze
strane trougla i zatvaraju ugao od 60° &iji je tangens tg60° = V3.

Kako je \/§ iracionalan broj, to je suprotno sa ve¢ pretpostavkom da je
tangens ugla racionalan broj ili nije definisan. Na osnovu toga zakljucujemo da

pravilni trougao nije moguée upisati u cjelobrojnu refetku Z*.Na osnovu
pokazanog, jasno je da se ni pravilni Sestougao ne moze takode upisati u

v 2 1. .y “ . . v
ortogonalnu reSetku Z . Pravilni trougao i Sestougao moZemo upisati u reSetku

Z°. Dakle, u refetki Z” se mozemo upisati kvadrat, ali ne i pravilni trougao.

Medutim reSetka ¢iji je fundamentalni paralelogram romb duZzine stranice 1 i

ostri ugao 60° moZemo upisati kako pravougli trougao tako i pravilni Sestougao
(slika 3 b).
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Teorem 2.2. Ne postoji reSetka u kojoj istovremeno mozemo upisati
kvadrat i pravilni trougao.
Dokaz: Dokazimo teoremu koriste¢i kompleksne brojeve. Neka je

reSetka L; generisana primitivnim trouglom AABC sa kompleksnim brojevima

.
it
3

L, =qzlz=m+enmneZ c=¢e

Pretpostavimo da su tatke z, =m, +e&n,, kK =0,1,2,3 vrhovi kvadrata.
Ne gube¢i uopStenost uzmimo da je Z, =0, a da su tacke Z,,Z,,Z, tako
numerisane da je Z, =iz,. Iz tih jednakosti zakljuujemo da je
m, +e&n; =i-(M +e&ny).

Kako je

3 7 .. 3 1. . J3,o1o
g=e% =cos—+isin—=—+=1, Im+en,=(My+n,-—) +=n, -1, i
3 3 2 2 27 2

J§1 V3.1 1 V3

i(m +en)=im, +n, -i- 2 +§ i)= n17|—§n1=—§n1+(m1+n17)-

Zamijenimo li to u jednakost z, =iz,, nakon izjedna¢avanja dobijamo
sistem jednacina

2m, + \/§nl =N,
2m; + \/§n3 =—

Rjesavanjem sistema, nalazimo da je N, =N, =0 §to je nemoguce, jer
bi to znacilo da sve tacke Z,,Z,,Z; leZe na jednoj, realnoj, pravoj. Dobijenom

protivrje¢nosc¢u zavrSavamo dokaz.

Odgovor na pitanje koje pravilne mnogouglove moZzemo upisati u
cjelobrojnu mrezu

dao je Scherrer (1946: 97-98) ne znaju¢i pri tom niSta o radovima
Schenberga (1937: 48-55) koji je na to pitanje odgovorio jo§ 1937. godine. To
pitanje je Egorov povezao sa iracionalno$c¢u trigonometrijskih funkcija (Egorov
1974).

Dakle, jedan kvadrat sa vrhovima u &vorovima cjelobrojne resetke Z°

moze se upisati i to na mnogo nacina, dok se u reSetki ¢iji fundamentalni

paralelogram ima ugao od 60° izmedu svojih strana moZe upisati i trougao i
cetverougao. Jednostavno se pokazuje da reSetka u kojoj bi se mogao upisati
pravilni petougao ne postoji.

Zaista, ako pretpostavimo suprotno, da takva reSetka postoji i da se
vrhovi pravilnog petougla nalaze u &vorovima resetke Z*. KonstruiSemo li
dijagonale tog pravilnog petougla one se, kao §to je poznato, sijeku u tackama
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koje su vrhovi novog petougla, a koji ima manju stranicu od polaznog. Svaki vrh
novog petougla, ozna¢imo ih saA,B;,C,,D,,E;, javlja se &etvrtim vrhom
paralelograma c¢ija su tri vrha vrhovi polaznog petougla koji leZze u ¢vorovima
reSetke. Duzina stranica manjeg petougla povezana je sa duzinom stranice veceg
koeficijentom k., tj. vrijedi A/B, =kAB. Konstrukcijom dijagonala manjeg
petougla A, B,,C,, D, E,dobili bismo jo§ manji petougao sa vrhovima na
¢vorovima reSetke itd. To nas dovodi do protivrjecnosti da smo izabrali pravilni
petougao sa najmanjom stranicama. Dakle, nema resetke u kojoj mozemo
nacrtati pravilni petougao. Za ostale pravilne mnogouglove vrijedi teorem koju
ovdje navodimo bez dokaza, a za dokaz vidjeti: Vavilov, Ustinov 2006b.

Teorem 2.3. Pravilni n-tougao za N =5,n > 6,n € N ne moze se upisati
nijednoj cjelobrojnoj resetki.

3. Polupravilni mnogouglovi upisani u cjelobrojne resetke

Mnogougao koji ima ili sve strane (a razliite uglove), ili sve uglove
jednake (a razliCite strane) nazivamo polupravilnim mnogouglom. Na primjer,
polupravilni jednakougaoni Cetverougao je pravougaonik, ¢iji su svi unutra$ni
uglovi pravi, ili polupravilni jednakostrani cetverougao je romb koji ima sve
strane jednake, a untrasnje uglove razlicite.

Dakle, ako bi sa M oznacili skup svih jednakostranih mnogouglova, a
sa M, skup svih jednakougaonih mnogouglova, tada bi M =M "M,

predstavljao skup svih pravilnih mnogouglova. Ovdje ne razmatramo pitanje
konveksnosti mnogouglova. Problematika polupravilnih mnogouglova na
reSetkama se dakle moze posmatrati u dvije odvojene grupe: grupu
jednakougaonih i grupu jednakostranih. Pitanjem rasporeda ove dvije klase
mnogouglova na resetki Z> bave se u posljednje vrijeme Vavilov i Ustinov
(2006a, 2006b) a nesto ranije Ball (1973) koji je za tu klasu mnogouglova i
formulisao 1 dokazao niz vaznih stavova.

3.1. Jednakougaoni polupravilni mnogouglovi

Razmotrimo polupravilne mnogouglove sa jednakim unutra$njim
uglovima, a razli¢itim stranama. Primjer jednog Cetverostranog polupravilnog
mnogougla je pravougaonik sa untra$njim uglovima od 90°. Razmatranje
jednakougaonih mnogouglova oslanja se na stav o iracionalnosti vrijednosti
trigonometrijskih funkcija koji glasi: sa isklju¢enjem nekih vrijednosti ugla ¢
trigonometrijske funkcije imaju iracionalne vrijednosti. Prvo pokazimo da
vrijedi teorem.
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Teorem 3.1. Brojevi tg (—ﬂJ za prirodne vrijednosti n se uvijek
n
javljaju iracionalnim sa isklju¢enjem slu¢aja n =1,2,4,8.
Dokaza: Matemati¢ckom indukcijom se lako pokaze da vrijedi i formula

_sin(ne) _ Cpcos"a-sina—Clcos" o -sin*a—CPcos"° a-sin®a -

tg(na) = = - -
cos(na) cos"a—-CZcos"? a-sin®a+C!cos" " a-sin® o —---

(3.1)

n) (n n
cos" -sina'Klj—[?Jcosz a-sin” a—[SJcos“ a-sin™ a—--}

2
n . n .
cos“a'{l(zj cos‘za-sm‘2a+(4Jcos“‘a'sm 4a~--]
n

n |
gdje je Cf = __ . Koriste¢i formulu (3.1) pokazimo da
k) (n—k)!

teorema vrijedi.
Kako za o= 2—ﬂvrijedi 0=t9(27) = tg[n 2—”) =tg(ha) iz
n n
jednacine (3.1) imamo da je
tg(ner) =0 ako i samo ako je
(3.2

n-1
tga-[n—(thgzaJr(gjtg“a—---+(—1)ztg "o }:0
- . n 2 N 4 L
i pri tome je 1— 5 tg "o + 4 tg a—---+(—1)z tg"a=0.

Uzmimo da jex =19 il Tada je jednacina (3.2) ekvivalentna sistemu
n

jednacina

n n n-1

x=0ili n—|_ X2+ [x*—+(-1)2x""=0
3 5

Iz prve jednacine nalazimo da je

2 2 2 2
X=tg—ﬂ:0<:>—ﬁ=k7z, keZ<:>—=k:>n=E.
n n
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Kako je n eN, moguce vrijednosti za N su 112, $to ne zadovoljava
pretpostavku da je n razli¢it od {1,2,4,8}.

n-1

. o n . N\ 4 — n- . 1
Iz druge jednacine n_(in +[5jx —---+(—1) 2 X' =0 vidimo

dase x:t92—7Z
n

javlja korijenom jednacine sa cjelobrojnim koeficijentima. S obzirom na
prirodu korijena jednacine razlikujemo dva slucaja:
1. Ako je n=m-p, gdje je p neparan prost broj, tada za
m=1n= p iz jednacine (3.2) slijedi
n-1

n= XZ( [2} +(2jx2 —t (—1)% X" ), odakle zakljucujemo da

2r .. . . i
xz‘p za X=1g — S$to nije moguce, jer je P neparan prost broj. Ako je
n

n=m-p, m>1 tada, ako bi x:tgz—ﬂ bio racionalan broj, onda bi
n

iX= tg(m 2—”} = tg(mz—ﬂ-] =19 (2_72} takode bio racionalan, a ve¢ smo
n mp p

pokazali da to nije moguce.

2. Ako je n=2% k>4, Kako je za k=4 tg(i_gj:ﬁ_l

iracionalan broj, tada prema (3.2) svi brojevi oblika tg(i—f}kz4bili bi

takode iracionalni, §to je protivrjecno pretpostavci o korijenu jednacine (3.2) sa
cjelobrojnim koeficijentima.
Koje polupravilne jednakougaone mnogouglove mozemo nacrtati u

cjelobrojnoj resetki /A Odgovor na to pitanje nalazi se u sljede¢em teoremu
koji je formulisao i dokazao Ball.

Mi dajemo dokaz te teoreme koriste¢i kosinusnu teoremu, analiticki
pristup i rezultate prethodnih stavova i teorema.
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Slika 4.

Teorem 3.2. Od svih moguéih jednakougaonih mnogouglova na resetki
Z* mozemo upisati

samo pravougaonik i osmougao.

Dokaz:

1.Uzmimo da je jednakougaoni mnogougao sa N stranica, n>2,n N
upisan u resetki 7? (slika 4) ¢iji su vrthovi A, A, A;,---A, ¢vorovi te resetke.
Uocimo bilo koja tri uzastopna vrha (npr. A, A,, A;) tog jednakougaonog
polupravilnog mnogougla ¢ije su koordinate cijeli brojevi. Stavimo da je:
A(a,b), A,(c,d), A;(e, f), gdje su a,b,c,d,e, f €Z cijeli brojevi, pa

vektori odredeni stranama mnogougla imaju cjelobrojne koordinate. Uo¢imo

trougao AA A, A, i vektore njegovih strana, v, = AA,, v, = AJA; Kkao i strane

A A, v, = A A, . Ozna¢imo mu unutra$nji ugao u vrhu A, sa v, uvrhu A sa

X iuvrhu A, sa y. Spoljasnji ugao jednakougaonog polupravilnog mnogougla

. 2r . .

je go:—” i vrijedi odnos w=m—¢. Uotimo prave p=p(AA),
n

q=0q(AA), r=r(AA;). Primjenom kosinusne teoreme na stranice trougla

AA A, A, ¢ije su duzine jednake duzinama vektora \71 I Vv, koje medusobno
zatvaraju ugao v/, nalazimo da vrijedni jednakost

(3.3) ‘vz‘ = Vo|” + v, |” = 2y |V, cosy = v, |P + v, [ + Z\VIHVZ\COSZT”-
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Oc¢ito je lijeva strana  jednakosti cio  broj, jer je

|v|2 =(e—a)* +(f —b)* €Z, pa i desna strana treba biti cio broj, odnosno
weba da vijei v, [* +1v,|* + 2 .| cos ¥ < .

Kako je v,|"=(c-a)’+(d-b)* ez i
|v2|2 =(e—c)*+(f —d)*€Z desna strana ée biti cio broj ako je
2|vl||v2|00327ﬂ €Z odnosno, ako je |Vi||v,|eZ i cos% eZ, zbog &ega

razlikujemo sljedece slucajeve:

@) coszT” =0

) coszTﬂ =+1 i |v|v,|eZ

2r 1 .
(3) cos =~ J_rlz i |v|v,|ez.

Analizirajmo sva tri slucaja.

1. Ako je cosz—ﬂ =0 tada je 2—7r=ﬁ keZ odnosno, n :ﬂ.

n n 2 k
Posljednja jednakost je zadovoljena jedinoza k =1 ili k=21ili k=4, pasu
moguce vrijednosti N =1 ili n=2ili n=4.Prema uslovu je n > 2 pa jedina

i . 2 . .
moguca vrijednost je N=4i tada je (p:Tﬂ :%. Tada jednakost prelazi u

oblik M = Vy|* +|v,|, a to vrijedi u slucaju da je AA A, A, pravougli trougao,
odnosno, jedini polupravilni jednakougaoni mnogougao koji zadovoljava trazene

uslove je pravougaonik.
2.U ovom slucaju ako je ispunjen uslov da je

cos2F =41 | \Vy|v,| € Z tada je 2z _ 2k, k € Z . Odavde nalazimo da
n n

jedino za k =1je to moguée i tada je n=2ili n=1. Imajuéi u vidu uslov
n > 2 nijedna vrijednost za N ne zadovoljava trazene uslove.

Dakle, u ovom slu¢aju nemamo nijedan jednakougaoni polupravilni
mnogougao za koji vrijedi navedena jednakost.

3.U ovom slucaju uslov je ispunjen ako je

2- cosz—” = Z(i%) =+1,neN. Sto vrijedi za 27 _ 2?7[ -(3k £1) odnosno,
n n
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za n=L, keZ odakle je n=6, a ¢ =60". Dakle, u tom slucaju
3k +1

unutradnji ugao trougla AA| A, A, iznosi iy =120°. Za ovu vrijednost n treba da

Vi[v,|€Z. Kako je |v,|=vA ,A=(c—a)’+(d-b)?, AczZ i
|v2|:\/§, B=(e—c)’+(f —d)?, BeZ tada je |v,|v,|]eZ ako i samo
akoA=B ili B=k?A k%0kezZ. Ako je A=B tada je
Vo[V,| = VAVA = (c—a)® +(d —b)* = (e—c)* +(f —d)* €Z. Odavde,

nalazimo da ta jednakost vrijedi ako je (a-— e)(%—cj 0 i

b+ f

(b—f)(

b+ f =2d). Sluéaj a=ei b= f nije mogu¢ jer bi tada bilo A = A,, kao
b+ f

dj:O, odnosno, ako je (a=e ili a+e=2c)i (b= fili

a .
§to nije mogué ni slucaj C ZT i d= , jer bi tada tactka A, bila

sredina segmentaAl_AS.

Lako se pokaze da i u ostalim slucajevima nije moguce naci trougao za
koji bi bio ispunjen i uslov ¢ =60°. Sli¢no pokazemo da i u slucaju
B=k?A ,k=0,keZ ne postoji mnogougao za koji je |v,[v,/€Z i
@ =60°. Zaista, primijetimo da je

(e—c)® +(f —d)? =k?|(c—a)? + (d —b)?|= (ke —ka)? + (kd —kb)?
, dokaz je sli¢an prvom slucaju. Koeficijent smjera prave p,d,r je respektivno:

K, :H, Ky = f-d k= f=b Na osnovu toga i relacije za tangens
c—a e—C e—a
. .. kl_kZ . .
ugla izmedu dvije prave tg¢p = —— imamo da je
1+kk,
f-d d-b
Ki—Ky,  e-c c-a _(f-d)(c-a)-(d-b)e-c)

tgp = =
99 1+kk, , f-d d=b (e-c)c-a)+(f-d)(d-b)
e—C C—a

Kako je tgp € Q ako i samo ako i samo ako je ¢ =kxz, ke Z il

¢:iz+k7r , odnosno za te vrijednost ugla vrijednost tangensa je ili
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racionalan broj ili vrijednost nije definisana, a u svim ostalim slucajevima je
vrijednost tangensa iracionalan broj.

(f =d)(c—a)—(d —b)(e—c)
(e—c)(c—a)+(f —d)(d-b)

2 .. .
Za @ =—vrijednost izraza
n

. : .2 -
racionalan broj ako je T kr keZ o je moguée jedino za k =1ili
n

k=2,atadaje n=2 ili n=1, §to ne zadovoljava zahtjev da je n>2. U
suaju da je vrijednost izraza racionalna i iznosi 1, tada bi ugao

2—” =kz, ke Z imao vrijednost ¢ = i% + kz, odakle imamo jednakost

n

2 1 8 . . . N
—==—+k, odnosno n=—-,k eZ, iz koje nalazimo da je jedino za
n 4 4k +1

k=0 wvrijednost n=8. Dakle, postoji jo§ jedan mnogougao o0sim
pravougaonika, a to je jednakougaoni polupravilni osmougao koji mozemo
upisati cjelobrojnoj reSetki (slika 5a). Time je teorem potpuno dokazan.

Slika 5
3.2. Jednakostrani polupravilni mnogouglovi

Mnogouglove koji imaju jednake stranice, a razli¢ite unutrasnje uglove
nazivamo  jednakostrani  polupravilni  mnogouglovi.  Primjer  takvog
¢etvorostranog polupravilnog mnogougla je romb. Mi analiziramo neke osobine
polupravilnih jednakostranih mnogouglova koji se mogu upisati u cjelobrojnu

refetku Z7. Dajemo dokaz teoreme, koju je dokazao D. Boll imajuéi u vidu da
je cjelobrojna mreza Z° kompleksna cjelobrojna Gausova ravan.
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Teorem 3.3. Na cjelobrojnoj resetki Z° moZemo nacrtati svaki
jednakostrani polupravilni mnogougao sa parnim brojem strana, a nijedan
mnogougao sa neparnim brojem strana.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da mozemo nacrtati jednakostrani
polupravilni mnogougao sa neparnim brojem strana, i da su mu strane najmanje
moguce duzine.

Neka je to mnogougao A AA;---A, i n=2k-1k eN. Svaki vrh

mnogougla je i &vor cjelobrojne resetke Z2.Neka je O proizvoljna cjelobrojna
taCka u mnogouglu izabrana za koordinantni pocetak. Kordinate vrha

A k=12,---,n mnogugla ozna¢imo sa (a,,b, ), a odgovaraju¢i kompleksan
broj u Gausovoj ravni Z?= {(x, y)|x, ye Z} sa z,=(a,b) i
z, =(a,,b)=4a, +ib, a,,b €Z k=12,---,n gdie  su a,.b,
odgovarajuce koordinate vrhova jednakostranog mnogougla.

Formirajmo razlike kompleksnih brojeva z,,z,,Z;,---,Z
odgovaraju vrhovina mnogougla na sljedeci nacin:

2, -2, =(a, —a)+(b, —b)i,

2,-2,=(8; —a,) +(b; —by)i,... z, -z, =(a, —a,) + (b, —b,)i

Primijetimo da ti kompleksni brojevi odgovaraju vektorima strana
mnogougla i da im je duzina jednaka duZzini strane (svi imaju iste module).
Uvedimo oznake za te razlike respektivno sa:

o, =AA =2,-2,=(a,—a)+ (b, —b)i=x +yi,
w,=AA =2,-2,=(a,-3,) +(0; —b,)i =X, + Y,i, -5
o, =AA=2,-2=(@,—-a)+(b,-b)i=x, +V,.i, gdje su

AA,, A A, ---A A vektori strana mnogougla. Kako za vektore strana
mnogougla vrijedi jednakost

AA +AA +---A A =0

odnosno,

O+, 40, =0 (4 + X+ %, )+i(Y, + Y, +---Y,)=0
S X +HX o+ X =00y +y,+--+Yy,=0.

koji

n

Odavde, uzimaju¢i u obzir da je |a)1|=|a)2|:---=|a)

2 . . . v
|a)k| = Xf + yf =a%, k=12,---,n dolazimo do sistema jednacina
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X +X,+-+X, =0
(3.4) Yo+ Y, +o+Y,=0
XY =X Y, ==X +Ye =2t

Kvadriramo li prve dvije jednacine sistema (3.4), nakon grupisanja
¢lanova i uzimajuci u obzir tre¢u jednakost, nalazimo da je

(X YD)+ 06 +Ya)+ -+ (X +Ya)+2X (%X +Y;y;) =0,

i

odnosno na* +23 (xx; +Y;y;) =0.

i]

Kako je po pretpostavci aeN (a je duzina stranice mnogougla ¢ija
pocCetna i krajnja tacka imaju cjelobrojne koordinate), i N €N neparan broj iz
jednakosti

(3.5) na* =23 (%X +Y;y;)

i]

slijedi da je a® paran broj. Razmotrimo sada slucajeve:

1) Ako je a’ djeljiv sa 4 tada su svi X,Y,,i=12,---,n parni
brojevi ako je parna suma kvadrata. Dakle tada bismo za
X =2p,y;=29,p,qeZ imali @ =x+i-y,=2p+2qi=2(p+iq) Ssto

znaci da bi vektor % = p+1ig imao cijele koordinate od kojih bismo takode
mogli sastaviti jednakostrani polupravilni mnogougao ¢ija je stranica duplo
manja od stranice polaznog mnogougla, §to je supratno pretpostavci da polazni
mnogougao ima stranicu najmanje duZine. Dakle, a® nije djeljiv sa 4.

2) Neka je sada a® djeljiv sa 2, a nije djeljiv sa 4 .Tada bi svi
X, Vi, 1 =12,---,n bili neparni. Odnosno, za
X =2p+Lly,=29+1x,=2r+1y, =2s+1, p,q,r,s € Z vrijedi
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Tabela 1.
X" X" R,
J5-1 J5+1 | B
2 2
3-v5 | 3+45 |3
2 2
2J5-4 | 25+4 | 245
2 2
7-v5 | 7+ |7
2 2
5/5-11 | 5J5+11 | 5v/5
2 2
18-5 | 18++45 |18
2 2

a?=x"+y’=(2p+1)*+(2q+1)*=4(p* +g*) +4(p+q)+2=2m
» gdje je

m=2(p*+g°)+2(p+qQ)+L meZ.

Tada je xX; +y;y; =(2p+D)(2r+1)+(29+1)(2s+1)=2M, gdje
je M=2(pr+ags)+2(p+q+r+s)+1.

pa je suma na desnoj strani jednakosti (3.5) djeljiva sa 2 . Otuda ponovo
dobijamo da 4/a’

Sto je suprotno pretpostavci da a’ nije djeljiv sa 4, dakle ni ovaj slucaj
nije moguc.

Na osnovu izloZenog zaklju¢ujemo da se cjelobrojnoj refetki Z* moze
jedino upisati

jednakostrani polupravnilni mnogougao sa parnim brojem stranica. Da
se moze upisati svaki jednakostrani polupravilni mnogougao na cjelobrojanoj

reSetki Z° sa parnim brojem stranica, ilustrujmo na primjeru.

Primjer 1. U cjelobrojnoj mrezi Z?izaberemo proizvoljno &etiri tacke i
upiSemo pravougaonik stranica 20b,C. Nad stranicama pravougaonika duZine

2b konstruiemo jednakokrake trouglove visine @ ¢iji je treéi vrh &vor reSetke,
tako da je a,b,c pitagorina trojka. Dobijamo mnogougao koji ima sve strane
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duzine C. Odnosno, na taj nacin smo upisali Sestougaoni jednakostrani

mnogougao na reSetki Z? stranice C. Sli¢nim postupkom lako se upise u
reSetku i drugi jednakostrani mnogouglovi.

Zadatak. (KruZnica upisana u resetku Z°) Iz elementarne geometrije
poznata nam je konstrukcija podjele date duzi u omjeru zlatne proporcije. Neka
je duz AB

podijeljena tatckom S u omjeru zlatne proporcije. Tada vrijedi

[AS|_ x _

58 s gdje je x=|AS| a—x=[SB|. Iz te jednakosti imamo

. . . .. . . 5-1
kvadratnu jedna¢inu x> +ax—a® =0 &ije je pozitivno rjeSenje X = \/_T -a
gdje je aduzina duzi AB koja je podijeljena u omjeru zlatnog reza. Neka je

AB jedini¢na duZz. Reciprocna vrijednost pozitivnog korijena jednacine zlatnog

J5-1 V5 +1

reza X= -a za jedini¢nu duz jex’l:T. Formirajmo niz

vrijednosti R, = x" +x™",n €N Nekoliko ¢lanova tog niza dati su u tabeli 1.

Pokazati da centralne kruznice X, + Y. = R’ upisane cjelobrojnoj resetki sadrze
8 tacaka ako je N neparan broj, a ako je N paran broj sadrze 4 cjelobrojne tacke.
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Ounoszodpeku paxynrer [lane

Karenpa 3a mareMaTuky ¥ pauyHapCcTBO IIpernennu pan

HEKE HOBUJE UHTEPITPETAIIMJE AJIT'EBPE NCKA3A

,,¥Y TIOUeTKy Ojetrie pujed (1020c)
u pujed (;1oeoc) 6jeme y bora
u bor 6jeme pujed (102oc).
(Cs. Jes. no Jos. 1)
Yeoo

MaremaTiyka JIOTHKAa je Hayka 4YHjU Cy TpenMeT IpoydaBama
MaTeMaTHIKu Joka3u. OOjeKTH MCIUTHBAmba MAaTeMaTHYKe JIOTUKE Cy HCKas3H
(cynoBm), ¢ KOjuMa ce BpIII€ OINEpalnje CIUYHO onepanujaMa ca OpojeBuMa y
anreOpu. MaTemaTHuKa JIOTHKa c€ TIOHEKaJl Ha3WBa W MemamameMamurd.
MaremaTnuKka JOTHKa Ce MPUMjelkhYyje Y TEOPHjH EIEKTPOHCKIX MaTeMaTHIKUX
MaluHa (padyHapa).

[anac ce mom yKymHMM Ha3MBOM (JIOTMYKHX) OCHOBa MaTeMaTHKe
MmoJipa3yMrjeBa, TOpelx JIOTHIK3Ma, (GopManu3Ma W WHTYHUIIMOHU3MA — jOIII
YHUTaB HU3 JaJbUX MaTeMAaTHIKO-JIOTHYKHAX TEOPH]a.

HoBuju pa3Boj Maremarvke MOKa3ao je Ja KJIACHYHE METOJE JIOTHYKOT
pacyhuBama KojuMa ce MHOTO BHjEKOBa CIY)XWIO, HHCY y OHOM CMHCIY
JMCKyTaOWIIHE Kao IITO ce TO Hekan muciawio. [lojaBa aHTMHOMHja WIIH
napajgokca y TEOpHjU CKYIlOBa MOCEOHO je Mokasaja Ja ce O OCCKOHAYHUM
CKYNOBHMa HE MOXE yBHjeK pacyhuBaTH Ha OCHOBY TpaBHJIa KJIACHYHE JIOTHKE
afcTpaxoBaHe O] ONEpucama ca KOHAYHUM CKynoBuMa. Kao mocibennma
HacTajle CHUTyalldje pa3BUjEHO j& HEKOJMKO IMporpamMa pPEeKOHCTPYKIIUje
MaTeMaTHKe U MaTeMaTUIKO-JIOTMYKOT pacyljuBama yoriTe.

M3 TOr KOHTEKCTa O METO/IaMa U Pe3yJTaTHMa CaBpeMeHe MaTeMaTHIKe
JOTUKE y OBOM pajy Hu3ABOjuheMO Mame I03HAaTe HOBHjEe HHTEpIIpeTaluje
anrebpe Uckasa.

Cxynoena unmepnpemayuja aneebpe uckasa

ITocToju ycka Be3a usmel)y anredpe mckasza u anredpe ckymnora: Heka je
A vexu uenpaszuu ckym, A, B, C,... Hexa cy meroBu mojackymnoBu. [Iposenumo
0Ba IPUAPYKEHA

(cA=a- A):

" radoslav_milosevic@yahoo.com
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—A < CA,
A&B < AnB,
AvB < AUB,
A= B« (cA)UB,

A< B (—)[(CA)U B}m[(cB)uA],

AvB H[Am(cB)u[Bm(cA)ﬂ,
ATB < c(ANB),
Al B c(AUB)

Y TPOIIMPUMO HX peKyp3uBHO Ha (hopmyre anreOpe mckaza. Tama he
(dopMmya .« anredpe uckaza OUTH UACHTUYKY UCTUHUTA OHJA U CaMO OHJA aKo
3a B0j NpUApyXeHy popmyiy ' anredpe cKynosa Bpujeau ' = 4.

Hip. Av (=A) <> AU(cA)=2 —(AA—A) <> (AN (cA))=2

Humepnpemayuja ancebpe uckaza no mooyny 2

[IpunpyxuMo BpHjeTHOCTH HCTUHUTOCTH T Opoj 1, a BpHjemHOCTH
uctuauroct L O6poj 0.  Tama je T(—|A) = (1+ TA) (Mmox  2),
(AAB)=(A)-(B)(mon 2), 7(AvB)=(A+B+7A-B)(mon 2) wurx.
®dopmyna .«Z anredpe uckaza Oulie HISHTUYKH UCTUHHUTA OHJIA U CaMO OHJIa aKO
je T.Z=1 (mon 2).

Apummemuuka unmepnpemayuja aneeope uckasa

[TpumyxuMo omeT BpHjeqHOCTH UCTUHUTOCTH T Opoj 1, a BpujemHocTH
ucruauroctu | 6poj 0. Tana je:
r(—A)=1-7A,
7(AAB)=7A-1B,
7(AvB)=7A+B-7A 1B,
(A= B)=1-7A+7A- B,
(A= B)=1-7A-B +27A 1B,
7(AvB) = 7A + 1B — 27A - 1B,
(AT B)=1-A-8,
(Al

\AT B
B)=1-rA+B+7A B

T\|A
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Hexe nosuje unmepnpemayuje anzedpe uckaza

®opmyna .« anrebpe uckasa Ouhie MAECHTHYKA MUCTUHUTA OHIA U CAMO
oH/ia ako je 7 .« =1 Hop. (306or 7 A =0 wn 1 yBI/IjeKje(Z'A)2 = 7A wurn.): Heka
je
= (A = B) = ((A:> —|B):> —|A); o3Haunmo 7A=a,7B =b. Tana
je:
tA=1-7(A=B)+7(A=B)-7((A=>-B)=—A)=

=1-(1-a+ab)+(l+a+ab)[1-(1-a+a(l-b))+(1-a+a(l-b))(1-a)|=1

Humepnpemayuja ancebpe uckaza eneKmpuyHuMm CKIONOGUMA CA
npexuoavuma

[lpunpyxwumo  Bapujabmama  CcyaoBa  TpeKHIade;  BPHjeTHOCTH
WUCTHMHUTOCTH T MCKa3a HEKa OAroBapa XOPH30HTAJIHU MOJI0XKa] MpeKugada — a
BPUjeTHOCTH MCTHHUTOCTH | Heka oJroBapa BEpPTHUKAIHHU ITOJIOXKA] TPEeKHIa4a
|.

CloXeHUM CyloBUMa MpHUApPYKHhEeMO CKymoBe C oaroBapajyhum
NpeKuJauuMa Tako /1a BPpHjeJHOCTH HCTHHUTOCTH T CIIOKEHOT MCKa3a OAroBapa
npojadicerse CTpyje Kpo3 CKIOMN (,,XOPU30HTATHO "), & BPHjETHOCTH UCTHHUTOCTH
1 nemozyhinocm nponaxemwa crpyje Kpo3 ckiorn. CKIOIOBHU Cy Taaa HIIP. OBU:

—A AA AvB A=B A= B
—@_—‘ RcaC
AvB ATB Al B

Jemnakoctn  ¢Qopmyna  anreOpe  McCKasa  oArorapa  ,,jeIHAKO
byHKIHMOHUCAE oxrosapajyhux CKJIOTIOBA; HIIp. 300r

AA (B Vv C) = (A A B)\/ (A A C) cknonoB (yHKuMoHMIIY jemHako. Takohe
npeMa paHHjeM jeJHaKO (PYHKIHOHHIIY CKIOIOBH.
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| oo (o e 1©
L O-(m— (- He- W

IlepdexTHa A¥CjyHKTHBHA OXHOCHO Tep(eKTHa KOHjyKTWBHa (hopma
omoryhyjy ma ce 3a 6uno kojy 3afaHy ¢GyHKOHjy anredpe McKaza KOHCTaTyjy
CKynoBH Koju he ¢pyHKIMOHMCATH Ha oaroBapajyhu HauuH.

Anrebpa mckaza y yckoj je Be3u u ca bynosom aneebpom u bnosum
npcmeHuMa 'y To opnje HeheMo ynazuru.
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OPOBEHNYCOBA I'PVIIA PEIA 20 1
ITPOJEKTBHA PABAH PEJIA 9

1. Hexe Oepunuyuje u pezyimamu

Crpykrypa uHnuneHuuje je tpojka D = (V, B, I), rne cy V u B
mucjyHKTHH ckyrmoBu u | €V x B. Emementn ckyma V 30By ce mauxke,
eneMeHTH ckyna B 30By ce 610ko6u. Axo je A Tauka ckyna V oHAa CKyl CBHX
0JI0KOBa KOjH CYy MHITMIECHTHHU ca TaukoM A o3Hauasa ce ca (A). Tako je

(A)={b:b e B, Alb}.

Hame, 3a Ay, Ay, ..., Ay, CKYIT CBUX OJIOKOBA MHIIUJICHTHUX Ca CBHM
taukama A;, Ay, ..., A, o3HauaBa ce ca (Ag, Ay, ..., Ay). Tako je

(A Ay, .., A ={b:beB,Albforalli € N},

rae je N ckym cBHX MO3UTHBHHX Ieiux Opojea, N, = {1, 2, ..., n}.

Hyanno, 3a b, by, by, ..., bye B,

(b)={A:A e V,AlDb},

(by, by, ..., b)) ={A: A e V,Albforalli € N.}.

Mu hemo pasMarpaty CTpyKType MHIUICHIU]E Y KOjUMa Cy Pa3IudUTh
OJIOKOBM MHIMJICHTHU Ca Pa3IMuMTHM CKymoBuMa Tadaka. Caku Oyiok b ce
ureHTuuKyje ca ckynom Tadaka (D) a penauuja MHIMICHIM]E UICHTUHKY]jE
ce ca 0OMYHOM peJarmjoM €.

Hegunuyuja 1. Crpykrypa unumaenumje P = (V, B, 1) 3o0Be ce
npojekmueHa pagan ako U caMo aKko HCIymaBa cienehe akcuome:

(P. 1) buno koje aBe pa3IMYMTEe Tayke CIIOjeHE Cy Ca Ta4yHO jeIHOM
MPaBOM.

(P. 2) buito koje 1Be pa3IHUKTE MPABE CEKY CE TAYHO Y jeTHOj TauKH.

(P. 3) Iocroju uemsopoyeao, Tj. 4 Tauke O KOjUX OMJIO KOj€ TPH HHUCY
Ha 3ajeHUYKO] MPaBoj.

Cneneha Teopema je mokaszana y [1].

Teopema 1. Heka je P = (V, B, |) xonauHa npojexktuBHa paBaH. [loctoju
npupoaHu Opoj N, 30Be ce ped paBHU P, Koju UCIymaBa.

a) [ (A =I(g) =n+1 3acee AeVuge B;

by [Vl =Bl =n®+n+1.

“ alija.mandak@pr.ac.rs
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KoHauHa TpojeKTHBHA paBaH pefa N o3HadaBa ce ca S(2, N + 1, n” + n
+1).

2. Koncmpyxyuja npojexmusne paguu peda degem

Teopema 2. Tpyna ®pobennyca G pena 20 nmenyje Ha TPOjEeKTUBHY
paBan P pena neBet kao rpyna konmHeanuja. Kopuctehu oBo nenopame paBan P
ce MOKe KOHCTPYHCATH.

Loxasz. Heka je
G= <,0,05/p9 =a’=1," :pfl>.

I'pyma ®pobennyca pena 20 koja aenyje Ha MPOjeKTUBHY paBaH P pena
9 kao rpymna KonuHeanuja. Paan P uma 9° + 9 + 1 = 91 Tavaka M MCTO TOJIHKO
mpasux. M3 91 = 10 - 9 + 1 u u3 TBphema na KoJwWHEaIHja < ,0) Jeyje
CeMUpEryJIapHO Ha He()MKCHUM TadyKaMa CJIeIU Ja ( p> nMa 9 opOuta Tadaka
nyxune 10 u jenny opouty myxkune 1. MoxkeMo y3eTu 1ia je

L =(0)(Lo, 11, 12, 19 )(20, 21, 22, 29 )(30, 31, 32, " 39) " (90, 91,
92,7 9)

rﬂe Cy 101 111 121 o 191 201 211 221 291 301 311 321 391 901 91! 92!
9y cBe Tauke paBHU P.

U3 Teopeme o opbutama cienu na < ,0> “Ma UCTY CTPYKTYpy opOuTa

npaBux. Mo)keMo y3eTH J1a je

p:(fw)(ﬁl,ﬁlp,flpz,---,flngEZ,(zp,szz,---,szg)
(ﬁs,fsp,ESIOz,---,fspg)---(ﬂg,fgp,ﬁgpz,---,Egpg)

rae cy
Ll 0P 1P oo 030 L L0, L, 7o L0 Lo Loy Lo 0% o,
Eg,ﬁgp,ﬁgpz,---,ﬁgpg

CBe TpaBe paBHH P.

Heka je {  jemuHcTBeHa (MKCHA NpaBa KONMHEALHje ( p). Moxemo
y3€TH J1a je

0, ={1o,11, 1, ", 1a}.

Heka je /  jenuHcTBeHa (uKCHA MpaBa KONMHEALHMjE ( p). Moxemo
y3€TH J1a je

0, ={1o, 14, 1y, ", Lis}.
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Hexka je /| npasa koja npomasu kpo3 00 . Ouurnenso je na £, campxu
10 jelHy TauKy U3 CBaKe OpOMTe Tauaka. be3 TyOUTKa OMIITOCTH MOKEMO Y3€TH
Ia je

fl ={090,1p, 20, ", 90}

Ocranux JeBeT NpaBUX OpOMTEe NpaBUX KOjoj Hpunaga mpasa /,
no6ujajy ce AenoBameM KOIMHeauuja P, ,QZ , ,03,-~-, 09 na npasy / .- IIpase
£, u {_ npomase kpos 1o. Ocramux ocam npasux £,, 0, -,y Koje mponase

Kpo3 1; 1exe y ocaM TpeocTannx pasTuauTHX < p> — opbura nmpaBux paBHU P.
AKO ce KOHCTpYHIITYy OBE TIPaBe OHJ/A MPEOCTalIe CBE MpaBe paBHU P ce nobujajy

JleNoBameM KONMMHEamwja P, 27, p°, -+, p° Ha mpase {,, 04, l,. U3

yclioBa
0, |=1i=2,3,,9,k=0,1,2,3"",9
Cnenu na je
0o ={1,1’1,2°2,3%5, ", 99},
rnecy 1°,2°,3°,4°, ..., 9" (ueobaBe3Ho pazauyutH) OpojeBu ckyma {2,
3, 7,9}

Caga ucrnuTyjeMo JeNioBame KOJIMHealuje (X Ha CKYI Tadaka M CKYyI
npaBux pasBHu P. Kako je pen uaBonyuuje (X mapas cieam Aa je MHBosyuuja o

enamja. U3 p° = p cenm 1a je 1o nentap u npasa £, oca nBOMyIHjE Cf |
Oryna, naBonyuuja & duxcupa 10 npasux ¢, 0,0 ,,0,, -+, {4 1 10 Tayaka

00, 1y, 20, 30, ", 99 M391=2-40 + 11 ciemqu na ¢ wma 11 opOuta Tayaka
nyxuie 1 (11 ¢ukcaux tayaka) u 40 opOura Tavyaka qryxuHe 2. AKO opOUTapHy
CTPYKTYpY KOJNWHeanuje & 3amuiemMo y ckpahenom obnuky (3amucyjyhu camo

urgekce 0,1, 2, 3, "+, 9) MokeMo y3eTH 1a je
a = (0)(1)(2,9)(3, 8)(4, 7)(5, 6),
rae (2, 9) osnayaBa maje 20 = 9 u3 ucre opbure Tadaka, (3, 8)

o3Hayaea 1a je 3¢ = 8 u3 ucre opoute Tauaka, (4, 7) o3Hauasa 1aje 4 =7 u3
ucre opbure tadaka, (5, 6) o3nauaBa 1a je 5 = 6 u3 ucre opbure Tavaka. 13

TBphema
Eia:&, i=2,3,,9
cieau Ja cy mpase ﬁi, i=2,3, ", 9Tumna

¢ :{10’I1’a2’a9'b3'b8’04’c7’d5'd6}’

rae ¢y a,b,c,d npema naposuma pasnuuntu G6pojesu ckyma {2, 3, ",
9}. MoskeMmo y3eTu 11a je

62 :{101 211 221 29! 331 38! 441 471 555 56}
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Caga ce KOHCTpyHILly IpaBe fi , 1=3,4, ", 9 koje cy Tuna
62 :{10, 21, 25, 29, 33, 3g, 44, 47, 55, 56}-
U3 tBphema

6, C,p4|=1,i=34,,9, k=0,1,2,",9

ciaemu 1a cy camo apa u3 6pojesa a,b,C,d wus ckyma {2, 3, 4, 5} a
ocrana jaBa cy u3 ckyna {6, 7, 8, 9}. U3 tBphema

s k . PR
‘Eip ﬁﬁjp ‘:1, i #j,i,j=3,4,,9, ks=0,1,2,,9
Cleu Nla TpaBe ﬁi ul i i #j, uUMajy TayHO JiBa 3ajeHUYKA Mapa

6pojesa a,b, ¢, d. Kopucrehu oo tBpheme 3a mpase £, i=3,4, ", 9 nobuja

ce crezehe jeTMHCTBEHO pelieHe 3a OBE MpaBe:

€3 :{101 311 231 281 321 391 851 861 741 77}
0, ={10,41,34 37,42, 49, 75, 75,93, % }
65 :{10, 51, 24, 27, 52, 59, 73, T3, 95, 96}

Eg ={1o, 61, 35, 36, 54, 57, 63, 6s, 72, 7o}
Teopema je moka3zana.

3. 3axmyyak
OBaj paj npe3eHTyje pe3yaTaT J00HjeH JICIIOBakEeM IpyIie KoJHUHealja
Ha CKYIl Tayaka M CKyI MpPaBUX paBHU P 3a KOjy yHampea 3HaMO Ja MOCTOjH.

CauyHO MOXKE ce MCITUTHUBATH JeJOBamke Tpylie KONMHealllja Ha CKYIl Tadaka u
CKYTI IPaBUX paBHU P uuje je muTame er3ucTeHIINje OTBOPEHO.
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Karenpa 3 amaremaTuky u padyHapcTBO OpuruHaNHN HAy9IHU paj

KOHBEKCHHU IIJEJIOBPOJHU
[TOJIMI'OHU CA TPAHUYHUM TPAIIE3UMA

Komneexcnu yjenobpojuu nemoyenogu ca epaHudHum mpane3uma

Heka je mat xomBekcan meroyrao ABCDE. Ca meroBux 5 Tjemena
ompeheHo je 5 wuerBopoyrioBa. IlpermocraBumo ma cy wmehy Tux 5
YEeTBOPOYIJIOBAa YETHPH Tpamne3a. JIoka)KuMo Ja Taja ¥ IEeTH 4eTBOpOyrao Mopa
ouTH Tparmes.

Teopema 1. Axo je céaxa 00 wemupu Oujaconane KOHBEKCHOZ nemoyaia
napaneina ca HeKoM 1e2080M CMPAHUYOM, OHOA je U nema OujacoHand
napaneina ca npeocmanom CmpaHuyoM.

Hoxas. [IpuMujeTHMO TIPBO 2 y TOM IIETOYTIIY HE MOTY JIBHj€ CTPAHUIIE
Ja Oyny mapaienHe. 3amcra, ako O, Ha npumjep, omno AB || CD, tana Ou
HajBHIIE jeqan oj yeTBopoyrioBa ABCE n ABDE, oJlHOCHO HajBUILE jeJ]aH O]l
yerBopoyriosa ACDE u BCDE wmorao na Oyne Ttpames, ma 0um mehy tux
nemYeTBOPOYTIIOBA TIOCTOjAJIa HAjBHIIIE TPH Tpare3a.

Hakne, moxxemo nipernoctaButu 1a je BD || AE, CE || BA, AD || BC u
BE || CD. Tazia niocToje mosUTHBHM GpojeBH M,N,P,q TAKBH 1a je:

BD = mAE, EC =nAB, AD=pBC ,BE =qCD .

Tpeba JI0Ka3aTH I[a je AC || ED

Y3 O3HaKe AB— au BC= b HMaMo:

_f-'LE AB+BC+CE (1- n)a+b

C'D C'B +BA+AD——a+(p 1)b

AE‘ AB+BE a+q£'D (1-0)a + q(p- 1)b

CD=CBE+BD =-b+mAE = m(1-n)a + (m- l)b

OJIaKJIe CIIMjeH A je

1-n=1-q,

1=q(p-1),

-1 =m(1-n),

p-1=m-1.

“ vidangov@yahoo.com



Buoan Jb. I'oéedapuya, Mapro Jb. humuh

W3 nipBe jeanaunHe je q = N, a U3 4eTBpTe P = M. 3amjewyjyhu y npyry
jennauuny nodujamo ma je 1 = n(m-1). Onasme u u3 1 = m(n-1), caujeaun ma je m
=N, mro3HaYA JajeM=N=p=qu

mz-m-1=0, 1.
1+w5
=nN=p=Q=——
Caﬂa]e

ED=EA+AB +BC+ E'D = (- 1) - E+‘a’ +b-3 + (p-1)b =
= (n-1)3 + (p-1)b = =¥1¢
1j. AC || ED . TeopeMa je moxaszana.

Axo je meroyrao ABCDE ujeno6pojan oHna cy OpojeBu m, N, p u
pALOHAJHY, 1A BAKU OOJBH PE3yiITarT.

Teopema 2. V kousexcnom yjenobpojuom nemoyany nocmoje bap osuje
oujazonane Koje HUCY napaneiHe HU Cad jeOHOM Fe2080M CMpaHuyom. Y
KOHBEKCHOM UjeobpojHoM nemoyery Mmehy nem uemeopoyenosa oopefenux
Foe206UM MjeMeHuMa Moy Oumu Hajeuuie mpu mpanesd.

Koneexcnu yjenobpojuu wecmoy2nosu ca epaHuyHumM mpane3uma

MoTuBHCaHN TPETXOJHUM pe3yNTaTUMa pPa3MOTPUMO KOHBEKCHE
mecroyriose. [IpBo hemo nokaszaru nBuje eme.

Jlema 1. Hexa je n > 6 u nexa cy y kousexchom n-yeuy A1As... Ay 6ap n-1
epanuyHux yemeopoyeaiosa mpanesu. Taoa 3a ceaxo i = 1, 2, ..., n eajicu

<A + <A1 >180°.

Jlokas. llpernoctaBUMO CynpoTHO, Aa je <A; + <Aj,; </80° 3a HeKo i €
{1,2,...,n}. Umamo cipeneha nBa cirydaja:

1° <A + <A <I80°.

Axo je getBopoyrao Ai1didi+1Ai+» Tpanes ouaa je Aiidis || Aidi+1 ma,
300r KOHBEKCHOCTH, HHjenaH o 4eTBOpoyrioBa AjAi1di Air1 1 Aidis1di+2Aiva
He Moke OuTh Tpame3. Jlakie, TpaHUYHUX Tpare3a uMa HajBuiie N-2, mTo je
CYTIPOTHO IIPETIIOCTABIIH.

Ako yeTBopoyrao Aiji1A4idir1Ai+, HUjE TpaInes, Tajia Cy YeTBOPOYTJIOBU A;.
2A4i14idiv1 1

Aidis1divoAivs  Tpanesu, onaxne caujenu jaa je Airdiz || Aidiv v dissdiva
|| A4idi+1, Tj. KOHBEKCaH MOJHUIOH MMa TPH MApPaAICIHE CTPAHUIIE, WITO je
Hemoryhe.

2° <A + <A =180°.

Ako cy o0a rpanmuyHa uetBopoyria AjzAdi1didivi 1 AidicdicAiss
Tpamesu OHja, 300r KOHBEKCHOCTH, Mopa OuthH Ai1dis || Aidivs 1 Airsdicz ||
A;jAi+1 Tj.OTIET ©UMaMO TPH MapalieiHe CTPaHuIle, IITO je HeMoryhe.
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Ako, Ha mpuMjep uyeTBopoyrao Aj,A4i14idis; HUje Tpames, OHIA je
AiAdinAiroAdivz  Tpames ma je Aiwadivo || Aidis1 . Melhytum, Tama deTBopoyrao
Ajr1AisrAis3Aivq HE MOXe OuTH Tpames. KonTpagukimja.

Hakne, <A;+ <Aj;; >180°3acBako i € {1,2,...,n}. Jlema je moka3aHa.

. - -
Heka je mat koHBekcan N-yrao AjA;...An. O3naunmo ca ;= Atdr+1 i
=0, 1, 2,..., n, toje je As=4n, An+1= A;. Y3 oBe 03HaKe Bpujenu cibeneha gema

Jlema 2. Hexa je n > 6 u nexa cy y kongekcnHom n-yeny AiA;...An 6ap n-1
epaHuyHux yemeopoyenoséa mpanesu. Taoa y ceaxom 00 mux mpanesa AiiAi
Ai+1Ai+2 ealIcu

Qi1 + aiv1 = Kid

2dje je ki nosumusar 6poj .

Joxas. Ha ocnoBy mperxoane neme je Aiidiv || Aidiss v Airdisa >
AiAi+1, ma moctoju 6poj l;>1 Takae na je Ar— 141+ 2 = lig; omakne mobujamo
penom:

a1 + ait ain = liai

a1 + aiv1 = (Ii-1) a;

aia t a1 = Kig;

raje je k= li-1 mosutuBan 6poj. Jlema je nokazana.

Teopema 3. Heka y kongexcnom wiecmoyeny A1A,AsAsAsAs sascu Aidiv
“ Ai-lAi+2 s i :1, 2, 3, 4, 5 (AOEA5, A15A7). Tadaje AGA]_ ” A5A2 .

e

Jokas. Osnaunmo ca a; = Atdi+1 i =1, 2, 3, 4,5 6 Bexrtope
CTpaHWIa TOT IiecTtoyria. M3 maTtmx ycioBa W JieMe 2 CiHjelu Jla IOCTOje
no3uTUBHY OpojeBH Ky, Ky, K3, Ky, Ks TakBu 1a je:

ag T ax = K14y

ay + as = Kado

a, + a, = K3as

Az T as = Kady

dy + deg = Ksds .

Wzpaszumo BekTope aj, a, , ds, as MPEKO BEKTOpa as U a4 . Jlobujamo
penom na je:

a; = K3dz - dy,

as = Ky - Aagz,

a1 = Kydpy- az = K2(K3a3- (14) -d3 = (K2K3-[)a3-l<'2(14 y

g = Ksds— A4 = Ks(Kaa= A3) — ds = (KeKs=1)as-Ksas

as = K1a1 — Ay = Ki((Kokz-1)az- Kaas) — (Kaaz-ay)= (K1KoKz-K1-Ka)da-(KiKo-
1)614.

[TomiTo Cy BEKTOPH a3 U d, JIMHEAPHO HE3aBUCHH, W3 IOCIICIHE JBH]jC
JEIHAKOCTH CIIjEM 1 je:

K1KoK3-K1-K3tKs = 0, (1)

1'7('17('2 = K4K5-1 . (2)

Kako je a;taxtastastastag =0, 1j.
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(Koks-1)az- Koay+ Kaaz+ Keag+(Kaks-1)as-xsaz = 0,
Jo01jaMo joIII ABHje jeTHAINHE

KoKa-1 K315 = 0, 3)
Kaks-1 a1, = 0. (4)

Tpeba mokazatu na je je astai|| as, TOje je

as+ay = (KoKk3-2)as + (K4~Kz)as, (5)
ag = (K4Ks-1)as-Ksas, (6)

CabupameM jemnakoct (1) u (3) nobmjamo na je

K1KoK3-K1+ K2K3'1 = O,

OJTHOCHO

(k1+1)( Karz-1) = 0,

onakie civjenu na je kok3 = 1 (jep je k;>0). U3 (1) caga mobujamo na je
K3 =Ks,

Tj. k3 =ks=1/K;.

CabupameM jenHakocT (2) u (4) nobujamo

1-x1xp + K4k =0,

OJIaKJIe je

K4 = K1K2 + K2 -1. (7)

3amjeryjyhu OBe BpHjeIHOCTH 3a K4 U Ks Y (2) modujamo

1'K1K2 = (K1K2 + K2 -]) Kz_l '1,

HITO je eKBUBAJICHTHO PEJIOM ca:

Kz-Klk‘zz = K1Kp + K9 -1-K5 ,

Ky +1 = K1K22 + K1K7

Ky +1 = Kiko(ko +1)

kiko=1.

Cana u3 (7) camjenu n1a je K, = Ko. MU cMO, y CTBapH, JI0Ka3aiu 1a je

K1 = K3 = KgAKy = K2=K1'1, jep m3 kik; = 1 m xok3 = 1 crijenu k; = K3 .

Konauno, u3 (5) u (6) nobujamo na je

asta, = -az u ag = -K1ds ,

oJlaKiie Ciujenu 1a je astay || as, Tj. AsA; || AeA1. Teopema je nokazana.

Ha ocHoBy mperxoane Teopeme u JieMe 2 nmoOujaMo Jla Baxu cibejehe
TBpheme.

Teopema 4. Axo cy y KOHBEKCHOM wieCmoyeny nem 2paHudHux
uemeopoy2en06a mpanesu, OHOd je u wecmu epanuiHu Yemeopoy2ao mpanes.
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KoHBeKCHH 11jeTT00pOjHM IIECTOYITOBU KOJ KOjUX CY CBH TI'paHHUYHH
YETBOPOYIJIOBM Tpame3u TocToje. TakBH Cy, Ha TNpHUMjep, UIECTOYTIIOBH
A142A3A44A4546 1 B1B,B3B4BsBg ,

raje je A1(0,0) , Ax(1,0) , As(2,1) , As(2,2) , As(1,2), As(0,1) u B41(0,0) ,
B.(2,0) , B3(4,2) , B4(3,3) , Bs(-1,3), Bs(-2,2). Y npBOM 011 BbHIX je Ky = Kp = K3=
K4 = K5 = Kg =1, a y Apyrom

K1 = K3 = Ks=2 U Kp = K4 = Ke= 1/2, ipu uemy je asta; = xeae . Teopema
j€ noka3zaHa.

[Ja 6ucmo 3a mapan npupogas 0poj N Behu ox 4 ganu oAroBOp HA APYTO
nuTame, kopuctrhemo cibenehe TBpheme.

Teopema 5 (I'oBemapuiia 2005, Pabunouir 1986). 3a ceaku npupodan
opoj N eeliu 00 1 nocmoju kousexcan yjenodpojan 2N-yeao ko0 Koea ceu
epanuyHy mpoyenosu umajy nogpuuny 1/2.

Jokas. Pabunosuir je y (1986) ca mumeM KOHCTPYKIMj€ KOHBEKCHOT
1jenoOpojHOr  2N-yrila MHWHMMAJTHE TIOBPIIMHE, KOHCTPYyHCa0 KOHBEKCaH
1jenodpojan 2Nn-yrao Ha cJbenehu HauuH:

Hexka je 4,=(0,0) u B;=(1,0). Jdebuuummumo A,,...,A, peKyp3uBHO ca
Avr1= Act(k+1,1) u B,,...,B, pexypsuBHo ca By.1= Bi+(n-k,1) 3a k=1,...,n-1. Ha
OBaj HAYMH CMO TOOMIIM KOHBEKCaH Ifjeno0pojan 2n-yrao.

Kaxko je 4,=(1,1) u B,=(n,1), nospurune tpoyriosa A,A;B; u 41818, cy
jennaxe 1/2 .

U3 By = By+(n-K,1) u Byip= Byir+(n-k-1,1)= By+(2n-2k-1,2), cnujenn
Jla je MOBpIIMHA CBAaKor o TpoyrioBa ByBy.1By+w, (k=1,2,...,n-2), Takohe 1/2 .
Kako je oBaj 2n-yrao ULEHTpajdHO CHUMETPUYAH CBH IHETOBH TPAHUYHU
TPOYTJIOBH UMajy TIOBPIIKHY jeqHaky 1/2. Teopema je mokasaHa.

Kaxo cy nmoBpimuHe cBaka JBa y3acTonmHa rpanudHa Tpoyria Ajididiq i
A;jAi+14i+» KOHBEKCHOT I1jesioOpojHor 2n-yrna AiA,Az...An  KOHCTPyUCAHOT Y
NPETXOHOj TeopeMu MeljycoOHo jenanake, ciaujenu aa je Aiidio || Aidisr, Tj.
BaXxu cibefiche TBpheme

Teopema 6. 3a ceaxu npupooan 6poj N eeliv 00 1 nocmoju KoHeekcan
yjenobpojan 2N-y2ao KOO Ko02a Cy C8U SPAHUYHU 4emE8OMPOY2I06U MPanesu.
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DEFINIRANJE PSEUDOULTRAMETRIKE
NA PROFINITNIM STRUKTURAMA

1. Uniformnost

Neka je X skup. Podskup produkta XxX mozemo prikazati relacijama
na skupu X. Ako su U i V podskupovi produkta X=X, tada je skup UV = {(x, y)
€ XxX | postoji z € X, (X, z) € Ui (z, y) € V} kompozicija dviju relacija.

Ukoliko x € X i U € XxX, tada sa U(x) oznac¢avamo skup {y € X | (X, y) € U}.

Definicija 1.1. Uniformnost (ili uniformna struktura) U na skupu X je
neprazan skup podskupova produkta XxX koji zadovoljava sljedeéa svojstva:

(1) ako podskup U € XxX sadrzi element V € U, tada U € U,

(2) presjek bilo koja dva elementa skupa U sadrzi element iz U,

(3) svaki element skupa U sadrzi diagonalu produkta XxX,

(4) za svaki U € U, transponirana relacija U' = {(x, y) € XxX | (y, X) €
U ey,

(5) za svaki U € U, postoji V € U takvo da VV <€ U, tj. kadgod (X, y) i
(y, 2) pripadaju V, tada (x, z) pripada U.

Ako je uniformnost U definirana na skupu X, tada njezine elemente
nazivamo okolinama uniformnosti, a par (X, U) (ili samo X ukoliko se U
podrazumijeva) nazivamo uniformnim prostorom.

Fundamentalni sistem okolina uniformnosti U je bilo koji skup B
sastavljen od okolina uniformnosti takvih da bilo koja okolina iz U sadrzi neki
skup iz B. Napomenimo da je relacija U simetricna ukoliko je U' = U. Svaki
uniformni prostor sadrzi fundamentalni sistem okolina koji se u stvari sastoji od
simetri¢nih okolina.

Uvedemo li definiciju kojom je podskup O prostora X otvoren ako i
samo ako za svaki element x iz O postoji odgovaraju¢a okolina V takva da je
V(x) podskup od O, tada mozemo re¢i da uniformni prostor poprima sve osobine
topoloskog prostora.

Pri tome je moguce na skupu X definirati jedinstvenu topologiju za koju
skup U(x) = { U(x) | U € U } predstavlja filter okolina tocke x, za svako x € X.
Ovakvu topologiju definiranu na skupu X pomocu uniformne strukture
nazivamo topologijom induciranom pomocu uniformnosti U. Ukoliko se
topologija definirana pomoc¢u uniformne strukture podudara s inicijalnom
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topologijom tada kazemo da je uniformna struktura na topoloskom prostoru
kompatibilna s topologijom.

Ako je inducirana topologija Hausdorffova, tada je uniformni prostor
(X, U) Hausdorffov.

Baza uniformne strukture U je podskup B od U takav da svaki element
iz U sadrzi neki element iz B. Ako se U sastoji od svih relacija na skupu X koje
sadrze elemente baze B, tada kazemo da je U generiran pomocu B. Dakle, skup
B koji sadrzi podskupove produkta X=X je baza neke uniformne strukture ako i
samo ako su zadovoljena svojstva (2) do (5). Napomenimo da je okolina

uniformnosti U tranzitivna ukoliko je UU < U. Za uniformni prostor U kazemo

da je tranzitivan ako posjeduje bazu sastavljenu od tranzitivnih okolina.

Neka su (X, U) i (Y, V) uniformni prostori. Za funkciju ¢: X — Y
kazemo da je uniformno neprekidna ako je, za svaku okolinu V od V, (¢x¢) (V)
okolina uniformnog prostora U, ili, ekvivalentno ovome, ako postoji okolina U

€ U takva da je ¢(U) < V. Sve uniformno neprekidne funkcije su neprekidne s

obzirom na induciranu topologiju.

Dakle, kao sto neprekidne funkcije izmedu topoloskih prostora
zadrzavaju topoloska svojstva, tako uniformne neprekidne funkcije izmedu
uniformnih prostora zadrzavaju uniformna svojstva.

2. Pseudoultrametrika

Svaki metricki prostor mozemo promatrati kao uniformni prostor.
Poznato name je da metriku na skupu X definiramo kao preslikavanje d: XxX —
R" koje zadovoljava sljedece uvjete:

(1) zasvakox,y € X, d(x,y) >0,

(2) zasvakox,y € X, d(x, y) =0 ako i samo ako je x =,

(3) zasvex,y € X, d(x,y) =d(y, x),

(4) akox,y,z€ X, tada je d(X, z) <d(x, y) + d(y, 2).

Pseudometriku definiramo na sli¢an na¢in uz zadovoljavanje uvjeta (2),
(3) i nesto slabijeg uvjeta od (2), tj.
(2" za svako x € X, d(x, x) = 0.

Ultrametriku definiramo kao metriku koja zadovoljava ,,strozu‘ verziju
uvjeta (4) tj.

(4") zasvako x,y,z € X, d(x, z) < max(d(X, y), d(y, z)).

U ovom radu ¢e nas najvise zanimati pseudoultrametrika.

Pseudo-ultrametrika d na skupu X prirodno definira tranzitivnu
uniformnu strukturu U na skupu X. Pri tome bazu uniformne strukture U
definiramo pomocu podskupova produkta XxX oblika U, = {(x, y) € X x X |

d(x, y) <&} (e>0).
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Za dvije pseudoultrametrike na skupu X kazemo da su uniformno
ekvivalentne ako definiraju iste uniformne strukture. Ako su U i U’ uniformne
strukture definirane pomoc¢u pseudometrika d i d’, redom na skupu X i Y, tada
je funkcija o: (X, U) — (X, U’) uniformno neprekidna ako i samo ako za svako
€ >0, postoji &> 0 takvo da, za sve x, y € X, vrijedi da d(x, y) <& implicira
d’(p(x), o(y)) <e.

Napomenimo da je uniformnu strukturu moguce definirati pomocu
jedinstvene pseudometrike, koja je nuzno metrika za slucaj Hausdorffovih
prostora. Stoga uniformnu strukturu koju je moguce definirati pomocu
pseudoultrametrike mozemo okarakterizirati sa sljedecom bitnom osobinom
(vidi [6, TG. IX.2, Theorem 1]).

Propozicija 2.1.

(1) Tranzitivna uniformna struktura se moze definirati pomocu
pseudoultrametrike ako i samo ako je generirana pomocu prebrojive baze.

(2) Tranzitivna Hausdorffova uniformna struktura se moze definirati
pomocu ultrametrike ako i samo ako je generirana pomocu prebrojive baze.

3. Profinite strukture

L-strukturu definiramo kao par (S, L), pri ¢emu je S neprazan skup, a L
se sastoji of familije r® relacija na skupu S indeksiranom pomocéu skupa
relacijskih simbola R i familije f° operacija na skupu S indeksiranom pomocu
skupa funkcijskih simbola F na naéin da je arnost r° (odnosno f* jednaka arnosti
relacijskog simbola r (odnosno funkcijskog simbola f). Kada ne postoji opasnost
od bilo kakvih nejasnoca, koriste se skraéene oznake: r zar®, fzaf®iSza (S, L).

Preslikavanje ¢: S — T je morfizam L-struktura S i T ukoliko je:

—o(f(Sy, . . ., Sn) =f(9(S1), . . ., 0(Sy)) zasvako f€ Fizasvakosy, ...,
s, €S,

—(Sy, - - ., Sp) € rimplicira (¢(s1), . . ., ¢(Sy)) € rzasvako r € R, i za
svako sy, ...,S, €S.

Relaciju ekvivalencije ~ na L-strukturi S definiramo kao relaciju
kongruencije ako za svako f € F,(n>1)izasve (sy, ..., Sy, (ti, ..., t) € S"
takve da je si~t; (1 <i<n), vrijedi f(sy,...,sn) ~f(ty, ..., ty). Stoga, ako je ¢:

S — T morfizam L-struktura, tada s ~, t < ¢(s) = ¢(t) definira relaciju
kongruencija na strukturi S.

Za L-strukturu S kazemo da je fopoloska L-struktura ukoliko je na
skupu S definirana topologija takva da

—zasvako f € F, (n > 1), preslikavanje (s, . . ., Sp) — (S, . .., 8n) iz S"
u S, je neprekidno i

—zasvakor € R,(n> 1), podskup r od S" je zatvoren.
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Ako je skup S konacan, tada kazemo da je L-struktura S konacna.
Napomenimo da se konacne strukture vrlo Cesto promatraju kao topoloske
strukture na kojima je definirana diskretna topologija.

Definicija 3.1. Neka je C klasa topoloskih L-struktura. L-strukturu
nazivamo pro-C strukturom ako je projektivni limes L-struktura unutar klase C.

L-struktura je profinitna ukoliko je projektivni limes konaénih L-
struktura (uz pretpostavku da je na njima definirana diskretna topologija).

Stoga su pro-C strukture, odnosno profinitne strukture kompaktne i
totalno nepovezane. Klasu L-struktura nazivamo pseudovarijetet ukoliko je
zatvorena u odnosu na podstrukture, homomorfne slike i konacne direktne
produkte. U nastavku rada ¢emo jednostavno umjesto L-struktura Koristiti termin
struktura.

Za topolosku strukturu S kazemo da je konacno generirana ukoliko
postoji konacan podskup strukture S takav da generira podstrukturu gustu unutar
S.

Neka je V pseudovarijetet struktura. Za strukturu S kazemo da razdvaja
elemente X, y € S ako postoji morfizam ¢: S — T za koji je ¢(X) # ¢(y).
Struktura S je rezidualna unutar pseudovarijeteta V (ili krace rezidualno V) ako
postoji homomorfizam izmedu elemenata pseudovarijeteta V koji ih razdvaja, tj.
ukoliko su bilo koja dva elementa iz S razdvojena nekom strukturom
pseudovarijeteta V. Za slucaj kada je V pseudovarijetet konacnih struktura,
jednostavno kazemo da je S rezidualno konacna struktura. Stoga su profinitne
strukture kompaktne strukture koje su rezidualno konacne, a pod pro-V
strukturom podrazumijevamo kompaktnu strukturu koja je rezidualna unutar V.
Ekvivalentno ovome, kazemo da je pro-V struktura projektivni (ili inverzni)
limes struktura pseudovarijeteta V.

Pretpostavimo da je S rezidualna struktura unutar pseudovarijeteta V.
Tada skup By relacija kongruencije R na strukturi S, takvih da S/R pripada
pseudovarijetetu V, formira fundamentalni sistem okolina za uniformnost
poznatu kao pro-V uniformnost Uy na S. Pri tome topologiju definiranu pomoc¢u
pro-V uniformnosti nazivamo pro-V topologijom. Takoder, mozemo kazati da
skupovi oblika U, = {(x, y) € SxS | ¢(x) = ¢(y) }, pri ¢emu ¢ pripada klasi svih
morfizama iz strukture S na neku od struktura pseudovarijeteta V, formiraju bazu
pro-V uniformnosti na S. Primijetimo da je pridruZzeni uniformni prostor
Hausdorffov jer je struktura S rezidualna unutar V. Pri tome je operacija
mnozenja na strukturi S uniformno neprekidna. U slucaju kada se radi o
pseudovarijetetu svih kona¢nih struktura, Kkoristi se termin profinitna
uniformnost.

Pseudoultrametriku dy na pro-V (profinitnoj) strukturi S pseudovarijeteta
V mozemo definirati kao

dy (X, y) =2V*Y " pri Gemu je

rv(X, y) = min{|T| | T pripada pseudovarijetetu V i razdvaja elemente X i
y,zasve x,y € S}
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uz dogovorene vrijednosti za min & = « i 2= = 0. Pri tome, za sve
elemente x, y € S takoder vrijedi:

= v(X, y) = ru(y, X),

— (X, z) 2 min { (X, y), r(y, 2)}-

4, Rezultat

Pitamo se pod kojim uvjetima se pro-V uniformnost moze definirati
pomocu pseudoultrametrike. Sljede¢i teorem sadrzi odgovor na postavljeno
pitanje:

Teorem 4.1. Neka je S pro-V (profinitna) struktura koja pripada
pseudovarijetetu V. Sljedeéi uvjeti su ekvivalentni:

(1) za svaku strukturu T € V, postoji samo prebrojivo mnogo
morfizamaizSnaT,

(2) pro-V (profinitna) uniformnost na strukturi S se moze definirati
pomocu pseudoultrametrike.

Dokaz.

(1) = (2). Prema (1), pseudovarijetet V sadrzi najvise prebrojivo mnogo
neizomorfnih struktura, odnosno postoji samo prebrojivo mnogo (konacnih)
struktura. Stoga se bilo koja pro-V (profinitna) struktura S moze konstruirati kao
projektivni limes prebrojivog sistema (kona¢nih) struktura. Buduéi da je
prebrojiva unija od prebrojivo mnogo skupova prebrojiva, to zaklju¢ujemo da
postoji najvise prebrojivo mnogo podskupova strukture S. Poznato nam je da, za
podskup L strukture S, postoji kona¢na struktura T € V i surjektivni morfizam ¢
:'S — T takav da je L = ¢ “(¢(L)). Za zadani morfizam ¢: S — T, definirati
¢emo skup U, = {(X, y) € SxS | ¢(x) = ¢(y)}. Budu¢i da je T konacna struktura,
U, moZemo prikazati kao kona¢nu uniju

Up={ User (07(8)x07'(5)) 3 ().

Tada skupovi oblika U, (tj. okoline), pri ¢emu ¢ pripada klasi svih
morfizama iz pro-V (profinitne) strukture S na neku od struktura
pseudovarijeteta V, formiraju bazu pro-V uniformnosti na S. Dakle, koristeci
prikaz (1) pokazujemo da postoji prebrojivo mnogo takvih skupova, odnosno da
pro-V uniformnost na pro-V (profinitnoj) strukturi S sadrzi prebrojivu bazu. Sada
koriste¢i propoziciju 2.1. zakljuCujemo da pro-V uniformnost na pro-V
(profinitnoj) strukturi S moze biti definirana pomocu pseudoultrametrike.

(2) = (1). Pretpostavimo da pro-V uniformnost na pro-V (profinitnoj)
strukturi S moze biti definirana pomoc¢u pseudoultrametrike. Tada, prema
propoziciji 2.1, slijedi da pro-V uniformnost na pro-V strukturi S sadrzi
prebrojivu bazu. Nekasu ¢ :S— T i ¢': S’ — T’ morfizmi iz pro-V strukture

S na neku strukturu pseudovarijeteta V. Tada je U, € U,, ako i samo ako postoji
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morfizam o : T — T’ takav da je ¢' = a°¢ , Sto znaci da je svaka okolina U,
sadrzana u samo kona¢no mnogo okolina U, . Uzmemo li da je B prebrojiva
baza pro-V uniformnosti, tada, za svako B € B, postoji morfizam ¢g takav da su
okoline U(pB sadrzane unutar B. Dakle, za svaki morfizam ¢, okoline U,

sadrzavaju neki element B € B kao i okolinu U,,. Prema tome, uniformnu

strukturu U moZemo definirati kao U = Ug e s {U, | Uy, S U, }. Na ovakav

nacin bazu pro-V uniformnosti mozemo formirati pomocu okolina U, i pri tome
je iskazati kao prebrojivu uniju konac¢nih skupova. Buduéi da je prebrojiva unija
konacnih skupova prebrojiva, zaklju€ujemo da vrijedi (1).

Ukoliko su zadovoljeni uvjeti teorema 4.1, da li to znaci da je pomocu
pseudoultrametrike dy moguée definirati pro-V uniformnu strukturu?
Razmatrajuéi ovo pitanje dolazimo do ekvivalentnih uvjeta onima iz teorema
4.1, pa je odgovor sadrzan u sljede¢im teoremima.

Teorem 4.2. Neka je S pro-V (profinitna) struktura. Sljedeca dva uvjeta
su ekvivalentna:

(1) za svaku strukturu T € V, postoji samo kona¢no mnogo morfizama
izSnaT,

(2) pro-V (profinitna) uniformnost moze biti definirana pomocu
pseudoultrametrike dy,

Dokaz.

Neka je Uy uniformnost na pro-V (profinitnoj) strukturi S definirana
pomoc¢u pseudoultrametrike dy. Pri tome je baza uniformnosti Uy, zadana
podskupovima produkta SxS blika U, = {(x, y) € S x S| dy (X,y) <&} (¢ > 0).
Poznato je da pseudoultrametriku dy na pro-V strukturi S mozemo definirati kao
dy (X, y) = 2V®Y pri emu je ry(x, y) = min{|T| | T je struktura koja pripada V i

razdvaja elemente x i y, za sve x, y € S}. Pokazati ¢emo da je uniformnost Uy S
U. U tom cilju promatrati ¢emo okoline uniformnosti U, € U i Uy M€ Uy, te
dokazati da vrijedi inkluzija

U,me U,

za svaki morfizam ¢ : S — T (iz pro-V strukture S na pro-V strukturu T
€V).

Zaista, ako (x, y) € U, tada je dy(x, y) < 2™, a potom i ry(x, y) > [T]| .
Stoga mozemo zakljuciti da za svaki morfizam ¢ iz pro-V (profinitne) strukture
S na neku pro-V strukturu pseudovarijeteta V velic¢ine najvise |T|, vrijedi ¢(x) =
¢(y). Ovo pak znaci da (x, y) € U, ¢ime dokazujemo inkluziju U, & U,,
odnosno Uy < U. Sada mozemo pristupiti dokazivanju ekvivalentnosti
navedenih tvrdnji.

(1) = (2). Neka je € > 0. Izaberimo neko n € N takvo daje 2" < ¢ .
Pretpostavimo dasusa ¢;: S— T; (i =1, ..., K) pobrojani svi morfizmi iz pro-

98



Definiranje pseudoultrametrike na profinitnim strukturama

V strukture S na neku neizomorfnu strukturu pseudovarijeteta V veli¢ine najvise
2". Uzeéemo da je ¢ morfizam iz pro-V (profinitne) strukture S na produkt Ty x

. X Ty definiran kao o¢(u) = (i(u), . . ., ¢x(u)) 1 neka je T = @(S). Tada
struktura T pripada pseudovarijetetu V i morfizam ¢ inducira surjektivni
morfizam iz S na T. Tvrdimo da je U, € U,, gdje U, € Uy. Stvarno, iz ¢(u) =
o(v) slijedi da je ¢i(u) =@i(v) zai=1,..., k. Stoga elementi u i v ne mogu biti
razdvojeni pomocu surjektivnog morfizma pro-V strukture pseudovarijeteta V
veli¢ine najvise n. Dakle, mora biti ry(u, v) > n, pa shodno tome mozemo

zakljugiti da je dy(u, v) < 27" < ¢, ¢ime dokazujemo inkluziju U, € U,, odnosno

U < Uy. Budu¢i da smo dokazali da vrijede obje inkluzije UM< U, i U, € U,
slijedi da je U = Uy, Dakle, promatrana uniformnost U se podudara s pro-V
uniformnosti, tj. vrijedi tvrdnja (2).

(2) = (1). Neka je n € N. Pretpostavimo da je T pro-V (profinitna)
struktura pseudovarijeteta V veli¢ine n. Prema inkluziji UM < U, pri ¢emu U,
€ Ui Uym€ Uy, zakljuCujemo da je Upn € U, za svaki morfizam ¢ : S — T.
Budu¢i da je Uy pro-V uniformnost definirana na pro-V strukturi S, to postoji
neki morfizam o : S — R na pro-V strukturu pseudovarijeteta V takav da je U, €

U, U, € U, Upn € Uy Odavde mozemo zakljuciti da je U, € U, , te takoder da
postoji neki morfizam B : R — T takav da vrijedi ¢ = fBea . Budu¢i da postoji
samo kona¢no mnogo morfizama izmedu promatranih pro-V (profinitnih)
struktura R i T, pokazali smo da vrijedi tvrdnja (1).

Ako je S kona¢no generirana pro-V (profinitna) struktura, tj. pro-V
(profinitna) struktura koja sadrzi gustu konacno generiranu podstrukturu, tada
postoji samo kona¢no mnogo morfizama iz S na T € V. Stoga, dolazimo do
sljedeceg zakljucka:

Teorem 4.3. Na kona¢no generiranoj pro-V (profinitnoj) strukturi, pro-V
(profinitna) uniformnost moze biti definirana pomoc¢u pseudoultrametrike dy,

Primjedba 4.4. Neka je S profinitna struktura. Tada postoji samo
prebrojivo mnogo konacnih struktura, te stoga bilo koja profinitna struktura S
moze biti konstruirana kao projektivni limes prebrojivog sistema (Sy)nso
konacnih struktura, pri ¢emu je skup indeksa ureden obi¢nom relacijom uredenja
(poretka) na nenegativnim cijelim brojevima.
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Ako sa @, ozna¢imo kanonski morfizam iz S u (Sy)nso , tada postoji samo
prebrojivo mnogo morfizama @, iz S U (Sp)nso . Prema teoremu 4.1, profinitnu
uniformnost na strukturi S je moguce definirati pomocu pseudoultrametrike

d(X y) — 2-min{ n=0[o X #py}

zasvakox,y € S.
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SOLVING A FAMILY OF QUARTIC THUE
INEQUALITIES USING CONTINUED FRACTIONS

1. Introduction

Let f € Z[X,¥] be a homogeneous irreducible polynomial of degre
n = 3 and u = 0 fixed integer. Then the Diophantine equation

fla,v) =p (1.1)

is called Thue equation. In 1909, Thue (Thue 1909) proved that equation
(1.1) has only finitely many solutions x, v € Z. In 1968, Baker (Baker 1968)
gave an upper bound for the solutions of Thue equation, based on the theory of
linear forms in logarithms of algebraic numbers.

Starting with Thomas (Thomas 1990) in 1990, parametrized families of
Thue equations have been considered (Heuberger 2004 for references).

Tzanakis (Tzanakis 1993) considered Thue equations of the above
mentioned form, where f is a quartic form which corresponding quartic field K is
the compositum of two real quadratic fields. He showed that solving the
mentioned equation reduces to solving a system of Pellian equations.

The applications of above mentioned method of Tzanakis for solving
Thue equationsof the special type has several advantages (Tzanakis 1993,
Dujella, Jadrijevi¢ 2002, 2004). This method has been applied to several
parametric families of quartic Thue equations and inequalities (Bo He,
Jadrijevi¢, Togbe 2009, Dujella, Jadrijevi¢, Ibrahimpasi¢ 2011, Dujella,
Jadrijevi¢ 2002, 2004, Ibrahimpasic¢ 201 1a, Ziegler 2006).

In results of that type, the authors were able to solve completely the
corresponding system(s) of Pellian equations, and from these solutions it is
straightforward to find all solutions of the Thue equation (inequality).

Note that the system and the original Thue equation are not equivalent.
The authors (Dujella, Jadrijevi¢, Ibrahimpasi¢ 2011) do not have to solve the
system of Pellian equations completely, as some solutions to the system do not
lead to solutions of the Thue inequality.

We consider the parametric family of Thue inequalities

|f(x, v, €) = ple),

for an positive integer c.

We apply the above mentioned method of Tzanakis to mentioned
inequalities, i.e. to the equations

* bernadin@bih.net.ba
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fl,y,c) =m, |m|= p(e).

We obtain the system(s) of Pellian equations

@1 () U2 — @5 (c)V? = wy(m), (1.2)

@3(c)U? — @4(€)2% = wy(m), (1.3)

and we consider separately both equations of the mentioned system.

2. Diophantine approximations

We use the generalizations of the classical results of Legendre and Fatou
concerning Diophantine approximations of the form |&—a/b| < 1/2b% and
|a —a/b| < 1/b? to the approximations of the form |& — a/b| < k/b?, for a
positive real number k, due to Worley, Dujella and Ibrahimpasi¢ (Worley 1981,
Dujella 2004, Dujella, Ibrahimpasi¢ 2008).

Theorem 2.1 (Worley 1981, Dujella 2004) Let &« be a real humber and
let a and b be coprime nonzero integers, satisfying the inequality

<E 2.1)

where k is a positive real number. Then
(ﬂ, b} = (T‘pm+1 i P T m+1 i SQm}a

for some m = —1 and nonnegative integers r and s such that rs =< 2k,
where szfqm denotes the mth convergent of the continued fraction expansion of
.

Dujella and Ibrahimpasi¢ (Dujella, Ibrahimpasi¢ 2008) showed that this
theorem is sharp, in the sence that the condition rs < 2k cannot be replaced by
rs < (2 —e)k forany ¢ = 0.

Worley (Worley 1981) gave explicit version of his result for &k = 2.
Dujella and Ibrahimpasi¢ (Dujella, Ibrahimpasi¢ 2008) extended Worley’s work
and gave explicit and sharp versions of mentioned theorem for
k =3,4,5,---,12. They gave the pairs (r, 5) which appear in the expression of
solutions to (3.1) in the form

(ﬂu b} = 1:JJ'"F"m+1 T 5P TGmer £ SQm}

Recently, Ibrahimpasi¢ (Ibrahimpasi¢ 2011b) extended this result to
0=k =13

3. The method

We consider the equation (1.2)
@1 (e)U? — @, (e)V? = @y (m), (1.2)

of the mentioned system of Pellian equations, and we obtain the
continued expansion of the corresponding quadratic irrationals
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[e:(d
NPREL

The simple continued fraction expansion of a quadratic irrational

a++d

a=— is periodic. This expansion can be obtained using the following

algorithm (see Chapter 7.7 in Niven, Zuckerman, Montgomery 1991).
Multiplying the numerator and the denominator by f, if necessary, we may
assume that f|(d — ). Letsy = e, t; = f and

sp/d

d_f.":i+'_
JJ Sp+1 = Quln —Sp fps1 =

ﬂn=[ o forn = 0.

If (5;.t;) = (S ty for j < k, then
o= [E.D;ﬂ.lj"'Jﬂ.}J"'_. ﬂ'k—l]'

In order to determine the values of $m$ for which mentioned equation
(1.2) has a solution, we use the following result (see Lemma 1 in Duijella,
Jadrijevi¢ 2004).

Lemma 3.1 Let @ be a positive integer which is not a perfect square,
and let p",’qk denotes the kth convergent of the continued fraction expansion of

Ja/f. Let the sequences (o3 ) and () be defined by oy = 0,75 = £ and
5.‘1"'-.-"55_3

ef-of.,
JJ Ti+1 = QT = Okr Tiee1 == — fork = 0.

ﬂ-k:

Then
a(rqis1 + 50" — B(rpesr + 5pp)* = (1 (571001 + 2rS50340 — 73 7342).
(3.1)

Now we use results from Dujella and Ibrahimpasi¢ (Dujella,
Ibrahimpasi¢ 2008) and we inserting all possibilities for r and s in formula (3.1).
In this way we obtain sets M2 of the values of m for which the first equation
(1.2) of the system has a solution. In the same way, we obtain the sets M2 of the
values of m for which the second equation (1.3) of the system has a solution.
Finally, comparing these sets M} with sets M2 we obtain the finite set of the
values of m for which mentioned system(s) (1.2) and (1.3) has a solution.

From the comparison of a lower bound for solutions of mentioned
system, obtained using the congruence method introduced in (Dujella, Petho
1998), and an upper bound obtained from the following theorem of Bennett
(Bennett 1998) on simultaneous approximations of algebraic numbers, we
obtained results for ¢ = W, where W is the some positive integer.
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Theorem 3.1 If a;p;,g and N are integers for 0 =i = 2, with
ap<a; <azanda; =0forsome0 =j =2,g = 1land N > M?, where

M = maxpg;zol|ag]} = 3,
then we have

1+ = }} (130Ny) g%,

.."J

MaXgzi=2 {

where
log(32.04Ny)

+ - -
lgg{'l.ErBN‘ [lozicjza(a; — a;) ‘J

& =

and

(az —ag)*(az—aq)”
2&-2 - ﬂ-D - ﬂ-l

(a; — ﬂﬂj':(ﬂi - ﬂu}z
ﬂ-l =+ ﬂ-z —+ Eﬂ-u

' ﬂ.:—ﬂ-lzﬂ-l—ﬂ.m
"}f:

, dz—y <8y — g

For ¢ << W we use a version of the reduction procedure due to Baker
and Davenport (Baker, Davenport 1969) and the following theorem of Baker and
Wiistholz (Baker, Wiistholz 1993).

Theorem 3.2 For a linear form L = by logeay + -+-+ b;loga; = 0in
logarithms of | algebraic numbers a;, -+, a; with rational integer coefficients
bj__. ey b: we have

logl = —18(1 + 1)11"2(32d)*2h" (ay) --- h'(@;) log(21d) log B,

where B =max {|b;:1=j =1}, and where d is the degree of the
number field generated by &y, ---, a;.

L

In the special cases (for some values of m) we can use the Thue equation
solver in PARI/GP to solve directly corresponding Thue equations.

4. Application of the method

In (Dujella, Jadrijevi¢ 2004), Dujella and Jadrijevi¢ considered the
family of quartic Thue inequalities

|x%* — dex®y+(6c + 2)x?y? + dexy? +v*| = 6c + 4,

where c=0 is an integer. They obtained set
M =1{1,-2c,2c +1,—6c + 1,6¢c + 4}. Analysing the corresponding system
(1.2) and (1.3) and using the properties of the convergents of the corresponding
quadratic irrationals, authors were able to show that the system has no solutions
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for m = —2¢,2c + 1, —6c + 1. In (Dujella, Ibrahimpasi¢ 2008), Dujella and
Ibrahimpasi¢ comparing the sets M1 and MZ showed that the system has
solutions only form = 1 and m = éc + 4.

In (Ibrahimpasi¢ 2011a), Ibrahimpasi¢ considered the family of quartic
Thue inequalities

|x% — dex®y+ 2x292 + 2exy® +v*| = 6c+ 4,

where ¢ = 0 is an integer. Comparing the sets M1 and MZ author
showed that the system has solutions only for m = 1,4 and m = —12¢ + 25 for
¢ = 3,4. Using above mentioned method author obtained all trivial and
nontrivial solutions of the family.

In (Dujella, Ibrahimpasi¢, Jadrijevi¢ 2011), Dujella, Ibrahimpasi¢ and
Jadrijevi¢ considered the family of quartic Thue inequalities

%+ 2(1 —e®)x2y2+ 93| = 2c+ 3,

where ¢ = 0 is an integer. The system and the original Thue equation
are not equivalent. Each solution of the Thue equation induces a solution of the
system, but not vice--versa. As an illustration of these phenomena is the
mentioned family of Thue inequalities.

Literatura

Baker 1968: A. Baker, Contributions to the theory of Diophantine equations I.
On the representations of integers by binary forms, Philos. Trans. Roy.
Soc. London 263 (1968), 173-191.

Baker, Davenport 1969; A. Baker, H. Davenport, The equations 3x% — 2 = y?
and 8x2 — 7 = x%. Quart. J. Math. Oxford Ser. (2) 20 (1969), 129-137.

Baker, Wiistholz 1993: A. Baker, G. Wiistholz, Logarithmic forms and group
varieties, J. Reine Angew. Math. 442 (1993), 19-62.

Bennett 1998: M. A. Bennett, On the number of solutions of simultaneous Pell
equations, J. Reine Angew. Math. 498 (1998), 173-199.

He, Jadrijevié¢, Togbe 2009: Bo He, B. Jadrijevi¢, A. Togbe, Solutions of a class
of quartic Thue nequalities, Glas. Mat. 44 (2009), 309-321.

Dujella 2004: A. Dujella, Continued fractions and RSA with small secret
exponents, Tatra Mt. Math. Publ. 29 (2004), 101-12.

Dujella, Ibrahimpasi¢ 2008: A. Dujella, B. Ibrahimpasi¢, On Worley’s theorem
in Diophantine approximations, Ann. Math. Inform. 35 (2008), 61-73.

Dujella, Ibrahimpasi¢, Jadrijevic 2011: A. Dujella, B. Ibrahimpasi¢, B.
Jadrijevi¢, Solving a family of quartic Thue inequalities using continued
fractions, Rocky Mountain J. Math. 41 (2011), 1173-1182.

Dujella, Jadrijevic 2002: A. Dujella, B. Jadrijevi¢, A parametric family of
quartic Thue equations, Acta Arith. 101 (2002), 159-170.

Dujella, Jadrijevi¢ 2004: A. Dujella, B. Jadrijevi¢, A family of quartic Thue
inequalities, Acta Arith. 111 (2004), 61-76.

Dujella, Petho 1998: A. Dujella, A. Petho, Generalization of a theorem of Baker
and Davenport, Quart. J. Math. Oxford Ser. (2), 49 (1998), 291-306.

105



Bernadin F. Ibrahimpasic¢

Heuberger 2004: C. Heuberger, Parametrized Thue Equations - A Survey,
Proceedings of the RIMS symposium ,,Analytic Number Theory and
Surrounding Areas “, Kyoto, Oct 18-22, 2004, RIMS Kokyftiroku 1511,
August 2006, 82-91.

Heuberger, Petho, Tichy 1998: C. Heuberger, A. Petho, R. F. Tichy, Complete
solution of parametrized Thue equations, Acta Math. Inform. Univ.
Ostraviensis 6 (1998), 93--113.

Ibrahimpasi¢ 2011a: B. Ibrahimpasi¢, A parametric family of quartic Thue
inequalities, Bull. Malays. Math. Sci. Soc. (2) 34(2) (2011), 215-230.

Ibrahimpasi¢ 2011b: B. Ibrahimpasi¢, Explicit version of Worley’s theorem in
Diophantine approximations, preprint.

Mordell 1969: L. J. Mordell, Diophantine Equations, Academic Press, London,
1969.

Nagell 1962: T. Nagell, Sur quelques questions dans la théorie des corps
biquadratiques, Ark. Mat. 4 (1962), 347-376.

Niven, Zuckerman, Montgomery 1991: I. Niven, H. S. Zuckerman, H. L.
Montgomery, An Introduction to the Theory of Numbers, John Wiley,
New York, 1991.

PARI/GP, version 2.3.2, Bordeaux, 2007, <http://pari.math.u-bordeaux.fr>.

Thomas 1990: E. Thomas, Complete solutions to a family of cubic Diophantine
equations, J. Number Theory 34 (1990), 235-250.

Thue 1909: A. Thue, Uber Anniherungswerte algebraischer Zahlen, J. Reine
Angew. Math. 135 (1909), 284-305.

Tzanakis 1993: N. Tzanakis, Explicit solution of a class of quartic Thue
equations, Acta Arith. 64 (1993), 271-283.

Worley 1981: R. T. Worley, Estimating |& — p/g |, J. Austral. Math. Soc. Ser. A
31 (1981), 202—-206.

Ziegler 2006: V. Ziegler, On the certain family of quartic equations with three
parameters, Glas. Mat. 41 (2006), 9-30

106



Emun JI. uh-Teoprujesuh”

VYuusepsutet y CapajeBy

I'paheBuncku dakynrer

Kateznpa 3a MaTeMaTuKy, IporpaMupame,

(hU3MKY U HAIPTHY TEOMETPHjy OpurnHANHA HAY9HU paj

ITAPATPAZAYUPAHU [NIEKOIICOHOB PAZIKAJI

1. Veoo

[Taparpamympane crpykrype cy npedpumancamm M. Kpacwep m M.
Bykosuh (Krasner, Vukovi¢ 1987b). OHO mTO WX je MOTHBHCAJO jecTe
HE3aTBOPEHOCT KaTeTrOpHje rpaJyrpaHux rpyna (pcTeHa, MoAyJia) y OTHOCY Ha
JAUPCKTHHU MPOM3BOJ Y CMUCIY Ja XOMOT€HU AUO JUPCKTHOT IIPOMU3BOAA HE MOpa
OWTH JMPEKTHU TPOU3BOJ, XOMOTEHWX nujenoBa (aktopa. Ilaparpamympane
CTPYKTYypE NpeBa3uiia3e HaBeACHHU MPOOJIeM.

Hedunuimja 1.1. (Krasner, Vukovi¢ 1987b) Heka je R mpcren.
Mpecmakaame 7 : A —> Sg(R,+), 7(5)=R,(5 € A), napumjanso ypeheror

CKyma (A,<), YMjU CBakW MOJCKYN WUMa MHOUMYM M KOjH j€ WHIYKTHBHO
ypeheH, y ckyn Sg(R,+) HOATpYIa Tpyre (R,+), 30BEMO 1apazpacdyayujom
aKo cy 3aJI0BOJCHU cibesiehu ycioBu:

i) 7(0)=R, = {0}, rajeje 0=inf A; 6 <&'= R, = R,;

[pumjenda 1.2. H = UR s 30BEMO xomozenum Oujenom npcreHa Ry
oeA

onHoCy Ha 77, a enemente u3 H 30BeMo xomozenum.
ITpumjenba 1.3. Ako X € H, onna enement 5(X): inf {5 IS A|X IS R(g}

30BeMO epadycom enemeHta X. Mmamo na je 5(X): 0 akko je x=0.
Enemenre §(X), XeH, 3oBemo eanasnum 2padycuma ¥ EHHXOB CKYII
obusbekasamo ca A .

i) 0 = A= (R, = Riprs

5e0

iii) Xomorenu muo H renepume rpymy (R,+);

iv) Ako je Ac H moxackyn 3a koju je X+ Y € H, 3a cako X,y € A,
oHza nocroju O € A rtako naje Ac Ry;

V) (R,+) je renmepucana ckymom H ca ckymom H -yHyrpammux
penamuja:
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Emun JI. Unuh-I'eopeujesuhi

X+y=2,X%XY,ZeH;
vi) (V&,meA) 3¢ € ARR, =R,

[Ipcren 30BeMO napaepadyupanum ako nMa naparpamyanyjy.

[Mpumjenda 1.4. Ako je 3a KOMyTaTUBHY IPyIy 3al0BOJGEHO MPBHUX MET
akcuoMa nedununmje 1.1, oHga 3a Ty Tpymy KakeMO Ja je KOMYyTaTHBHA
naparpanyvpasa rpyma.

AKO IIeTH yCIIOB 3aMHj€HUMO YCIOBOM:

v’) Heka ¢y 0,...0, €A, wmehycobHo HeynopenuBu u

X, %'e H(i=1,...,5) taxen naje X, +...4+ X, =X "+...X,' u X, %'€R; 3a
cako 1 =1,...,S, onnaje 6(_Xi +Xi')<5i,
“MaMo Je(QUHHIN]Y eKCTparpagyrupaHor IpCTeHa.

Hedbwnnmmja  1.5. (Krasner, Vukovi¢c 1987b) IlpecnukaBame
(f : 77) —¢&n ca AXA 'y A 30BeMO T -MHOJICEHeM aKO CY UCTTYELEHH YCIIOBH:

) Re‘Rﬂ < R§77;

i) (VEEnneAE<Ern<ny=én<&n.

IMpumjenda 1.6. Ilpema neduHUIMjKM mMaparpagydpaHor TPCTCHA,

eIeMEHTH §(X), XeR.R,, wnmajy s3ajennuuku cynpemym™m, Tj. mHOCTOju

n?

sup{&(xjx eR; R”}. AKo JepuHUIIEMO
&y = sup{5(x)|x eR.R, (&) eaxa)

oHga &1 UpeACTaB/ba /T -MHOXKEHE KOje 30BEMO  MUHUMATHUM

MHOMCEFHEM.

Hexka je (R,+,-, E) naparpajynpaHy MpCTeH ca CKynoM rpagyca A, a
(I\/l s F) KoMyTaTuBHa mnaparpagyupana rpymna (Krasner, Vukovi¢ 1987b) ca
ckynom rpagyca D u Heka je M nwmjeBu R -momyn. O3Haunmo E(5) ca Ry n

F(d)ca M,, secA, deD.

Hebununmja 1.7. (Krasner, Vukovi¢ 1987b) 3a R -moxyn M kaxkemo
na je napazpadyuparn axo 3a ceako 0 € A, d € D nocroju t € D Tako na je

R,M, = M,.

Heduummja 1.8, (Krasner, Vukovié 1987b) (E,F)— mmoncerwe
2padyca je NpecIMKaBambe (5 : d)—) A ca AxD y D rakso na:
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Iapazpaodyupanu [lexonconog paouxan

1L RM, cM;
2. (V8,8'eAfVvd,d'eD)s <5'Ad <d'= & <5

CrieniyjatHo, 32 0BO MHOXKEH-E KQXKEMO J1a j& MUHUMANIHO aKo je

& = sup d(z).

zeR;My
. P
2. Kamezopuja M

ITocmatpajmo  maparpagyupane R -momyme M, rme je R
maparpajyupaHd TpCTeH ca CkymoMm rpagyca A, a M komyraruBha
naparpanyvpana rpyna ca ckynom rpaayca A. OBU MOJIYJH 3ajeTHO ca CKYTIOM

{f ehom(M,M"}f(M,)c= M", }

YHHE KaTeropujy Kojy hemo obmbesxuti ca M AP .

AHAJIOTHO, MOXeMO Je(DUHUCATH KaTeropujy eKcrparpagydpanux R -

. E
MOJIyJIa ca CKyIoM rpagyca A u o3Haunmo je ca M .

Hedununmja 2.1. (Ili¢-Georgijevi¢ a) 3a moppusam f :M — M’

Ka)XeMO J1a je mMoppuszam spadyca O axo je
(V5'e A)f (I\/Ig.)g M'ss.
Ckyn cBux Mop(dusama rpagayca ¢ O3HAYUMO ca hom(M M ') 5

Jlema 2.2. (Ili¢-Georgijevi¢ a) Ckyn hom(M M ') s je moarpyma rpyre
hom(M, M"),

JeuHIIIMMO CKyTI HOM(M M ') = <U hom(M M ')5 >

SeA

Teopema 2.3. (Ili¢-Georgijevi¢ a) Ako M e M7 u M'e M, onna je
HOM (M M ') KOMYTaTHBHA MaparpajyupaHa rpyma ca CKyrmom rpamyca A.

3. lexonconos paduxan

Hedunummja 3.1. 3a objekr MeM AP KaXeMO Ja je npocm

napazpadyupan axko Cy jeIWHH TOIMOIYJIHA MOAIyJa M TpUBHjaJIHU. 3a
naparpaayupann Moayn M e M E KaXEeMO JIa je HOIYNpOCcH napazpacyupau

aKo je TMPEeKTHa CyMa MPOCTHUX Maparpaayrpanux Moayia uz M AP .
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Hexa M e M},

Hedbwnnmmja  3.2. [Ilapaecpadyupanum [lexonconogum  paouxaiom
moaynma M 30BeMO TIpecjek CBHX XOMOTEHHX MaKCHMAIHHX ITOMOJIyJIa

P
momyma M u osmauasamo ra ca J" (M) Vkomiko momyn M  mema
XOMOTCHHX MaKCHMaJTHUX MOAMOJYIa, OHAa heMo 1o fAeUHHLHjH y3UMaTH JAa

je JP(M)=M.

IIponosuumja 3.3. Ako M € M AP , OHJIA je
37 (M) =" feer £ <hom,, (v M )}= Y er 1|1 < HOM (M, M)}

raje cMo ca M o3HaYMIIM MPOCTH MaparpayupaHi MOJYIL.
Jloka3. Heka XeJ P(M ) Tana Xe N, rgje je N mnpoussossan

XOMOT€HH MaKCHManHu moamoxyn moxynma M. Heka f e hommg (M,M)
Kako je M mpocTu Moy, f(x): 0, 1j. X e ker f. axne,

J P(M)gﬂ{ker f‘f ehom, . (M M)}

Hexka cana f € HOM(M ,M) Tana je

f =(f, chom(M,M),|5 € A).

Ha OCHOBY HMCTOI apryMeHTa Kao W MaJONpHje, 3aKJbydyjeMo Ja je
f5(X)= 0, ma X € ker f. Jlaxne,

37 (M) < Nfeer t|f < HOM(M, M )}

OOpHyTe UHKITY3U]j€ Cy OUHUTJICIHE.

Kopomap 3.4. Axo je M konayno renepucanu R -momyn, oHma je
JP(RM = M.

IIpomosummja  3.5. Axo M e MAP n M'e Mf, U aKo
f € HOM(M,M"), ommaje f(3°(M))<J”(M")

Jokas. JloBosbHO je mokasatu ja je T (J F’(l\/l ))g J F’(I\/I '), 3a CBaKo
o€ e f;e hom(I\/I,M')ﬁ, jepje f :<f5 € hom(M,M)5|5eA>. Ako

xeJP (I\/I ), onma fy (X) elJ’ (I\/I ) mpeMa TeOpeMH O KOPECTIOHICHITH] .
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Hedunurmja 3.6. 3a maparpaayupaHd MpCTEH ca CKyMmoM rpaayca A
KaKeMO J1a je Jaujesu napazpaoyupanu  Hemepun npcmen  (ujesu
napazpadyupanu ApmuHoé npcmer) aKo je 3aJOBOJBEH YCIOB pacTtyher
(onmapajyher) 1aHa XOMOTeHUX Uaeana.

Hedunuimja 3.7. 3a maparpagyupanu npcreH R ca ckymom rpagyca A
KKEMO J1a j€ Jujesu napazpadyupanu noaynpoCcmu npcmeH yKOIIUKO je

R=L®--®L,,

(3.1)

raje cy L, MuHMManHu IMjeBH XOMOTeHH ujeanu npcrena R.

Hedunuija 3.8. 3a maparpagyupanu npcreH R ca ckymom rpagyca A
KOKEMO J1a je napaepadyupanu npocmu npcmer ako Baxu (3.1) u ako je

HOMI(L;,L;)#0, i,jefL,...,n}

Jlema 3.9. Heka je MHHMMAITHO MHOKEH>E aCOL[MjaTUBHO U Heka cy L, u
L; MHHMManHH XOMOTeHH Weanu maparpagyupasor mperena R ca ckynom
rpagyca A. Tanma je HOM(Li,Lj);tO akko mocroju & € A Tako ma je
L =L (f), rgje L, (5) npencrasba ¢ -cycnensujy (Ili¢-Georgijevi¢  a)
npcrena L.

Jlokas. TTperniocrasumo 1a je L; = L (rf), 3aHeko & u3 A. Tana je

hom(L,, L, ), =hom(L;, L, (£)) =0,

najen HOM(L,,L;)=0.

OOGpHYTO, MPETIOCTABUMO Ja je HOM(Li,Lj);t 0. Tama mocroju
& € A rako na je hom(Li , Lj )5 # 0, ma mocroju f§ e hom(Li , Lj )5, f§ # 0.
Hexa X € L;. Kako je X xomorenu enemeHr, nocroju o € A taxo 1a X € Ry.
Taga f (X)E se- To 3HauM ya je f(Li)=<f5>(Li) IE€HEPUCAH CKYIIOM

( ) (§) rogje je H(f) XOMOTEHH JHO MPCTeHa R(g‘) Haxue,

f(Li): L, (ff) [Ipema TeopeMu O KOPECIOHACHIIH]H, f(Li) je MUHHMAaTHH

unean, na mopa outu f (Li ) = Lj .

Kopomap 3.10. Heka je MHHUMATHO MHOXEHE AaCOIUjaTHBHO.
[Maparpagyupanu npcred R ca ckynom rpajgyca A je mpocTu maparpagyupaHu
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npcren ako Baxu (3.1) u ako je 3a meko SeA, L; =L (5), 3a CBaKo

i,jefl...n}

Ipomno3uinja 3.11. IMaparpanyupanu npcted R ca ckymom rpagyca A
je JMjeBM maparpaIydpaHd IOJYNPOCTH MpPCTeH ako je R mecHm
naparpanydpaHu MOJIyIPOCTH NPCTEH.

Jlokas. Ako je R nujeBu maparpaayupanu noiynpoCTy MPCTEH, OH/A je

J P(R): {0} Ilpema  nmekommozummju  (3.1), mMOCTOje  OPTOTOHAIHU
MICMIIOTEHTHH exeMeHTd €, 1=1,...,Nn, takeu ma je L, = Re,. Kako je L,
MUHHMAJHA XOMOTIeHHU uzeain, 1o je R €, uaean renepucan ckynom Re; N H,
Tj. CKYIIOM {ei}m H. Cmujenn na €, e H, jep je Re, #U. Axo ca «
03HaYMMO MNaparpaayanujy npcreHa R, oHza ce jeHOCTaBHO MOKeE JI0Ka3aTH
Jia je npeciikasamwe 7, 1A —> 39 (e,Re,), nedunncano ca T, (5)=¢e,(5);,
naparpagyanuja npcrera A; =€,R€;. Pamu ce 3ampaBo o maparpagyupaHoMm
auBm3KOWIHOM mpcreHy. Osnaummo ca K, necHn xomorenu mpean €R.
Ounrnenno, R=K, @---@®K_, ma je noBossHo mokazatu mpa je K,
MHHUMaJIHH XOMOreHu ujaeai. Heka je {0}7& K < K, xomorenn necuu uneain.
Kaxo je K =¢,K u K #{0}, Toje n K #{0}. Axo je e Ke, = {0}, onna je
(eKY ={0}, m je eKcJP(R)={0}, wro mac je mosemo o
KOHTPaIMKIHjE. Taxe, e Ke, # {O} C apyre CTpaHe,
(ei Ke, )(eiRei)gei Ke;, na je € Ke, necun xomorenu mpean mpcreHa A,.

Haibe jenHocTaBHo cimjean aa je K =R =K.

[Mponosuimja 3.12. Ako je R nwmjeBu mnaparpagyupanu ApTHHOB
npcreH, oua je R nujeBu maparpaxyupanu Herepun npcreH.

Jloka3. Kako je R nmjeBn mnaparpagyupanu ApPTHHOB TpPCTEH,
LIekoTnIcOHOB pauKai ce MOXKe IPHKa3aTH Kao MPecjeK KOHAYHO MHOTO JIMjeBHX
XOMOTEHHUX MaKCUMaJIHUX UAeana, Tj.

JP(R)=M,n...AM,.

Tagaje R/J°F (R) naparpajyupaHy MoJIylpocTH MpCTeH. 3a onanajyhu
JNaHar

JP(R)2JI°(R) 2...23°(R)"2...

TMOCTOjH TIpHpoan 6poj N Takas xa je J° (R)n =JF (R)Mk, 3a CBaku

npupozan 6poj K > n. Axoje J° (R)n #* {O}, OHJIA TTOCTOjH XOMOTEHHU €JIEMEHT
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Xer(R)n TakaB Ja je JP(R)X:&{O}. HapaBHo, emeMeHT X MOXXeMO

uzabpatn Tako fAa je RX MuHMManHM XOMOreHM HAeal ¢ OCOOHHOM
JP(R)x = {0}. Tpema xoponapy 3.4, umamo J°(R)x = J"(R)Rx # RX. Ako
aeJP(R), oHZa je RanJP(R)Xg Rx m Rax #Rx. Hakme, ax =0,

ojakie ciujeau na je J F’(R)X = {0}, [ITO HAC je JOBEJO 10 KOHTPAIUKIIH]E.
IIpema tome, J F’(R)n = {0} 3a ceako i=1,...,n=-1 J F’(R)i /J P(R)i+l je
R/JF (R)-MOI[yJ'I. Ipcren R/J° (R) j€ maparpayMpanu ToJIypoCTH MPCTEH,

maje J° (R)i /3P (R)i+l naparpajyupaHu MoJxyrnpoCcTH MOIYIL.
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Sanja Tipuri¢-Spuzevi¢~
Sveuciliste u Mostaru
Fakultet prirodoslovno-matematickih i odgojnih znanosti Originalni nauéni rad

INTEGRISANE POLUGRUPE I INTEGRISANA
RJESENJA APSTRAKTNOG KOSIJEVOG PROBLEMA

1. Uvod

Sa X ¢emo oznaavati Banachov prostor sa normom ||||, L(X) je
prostor ogranicenih linearnih operatorasa X u X .

Definicija 1.1. Familija (T (t))tzo iz L(X) je polugrupa ograni¢enih
linearnih operatora na X ako je:

()T(t)T(s)=T(t+s), zasve t,s>0

(ii)T(0)=1, gdje je I operator identitete na X .

Ako za polugrupu (T (t))__ vrijedi sliedeci uvjet

(iii)lim T (t)x=x zasve xe X,

tada se (T (t))tZO naziva jako neprekidnom polugrupom ili
C, — polugrupom.

Ako je (T (t))IZO jako neprekidna polugrupa, tada postoje konstante
ow>0i M >1, takve da je

HT (t)” <Me”, zasve t>0.

Definicija 1.2. Linearni operator A, definiran na skupu

D(A)I{XG X :Iimwom postoji}

za koji je

Ax:limT(t)X_X:dT(t)x|t:0, xeD(A)
wo ot dt

naziva se infinitizemalni generator polugrupe (T (t))m; D(A) je
domenaod A.

Ako je A infinitizemalni generator jako neprekidne polugrupe
(T (t))t>0,tadaje domena D(A) gustskupu X i A je zatvoren operator.

“ sanja.spuzevic@tel.net.ba
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Ako je A linearan, ne nuzno ogranicen, operator u X , rezolventni skup
p(A) operatora A (koji moze biti neogranien), je skup svih kompleksnih
brojeva A, za koje je operator Al —A invertibilan, a to zna¢i da je
(M —A)_1 ograni¢en linearni operator definiran na cijelom prostoru X .
Familija ograni¢enih linearnih operatora R(ﬂ,, A) :(M —A)_l, Ae p( A),
naziva se rezolventom operatora A.

Ako je Ainfinitizemalni generator C; polugrupe (T (t))tzo, tada

vrijedi
R(4,A)=[e T (t)dt, 2ep(A),
0

tj. rezolventa operatora A je Laplaceova transformacija polugrupe

(T (t))tZO '

Takoder, za sve X € D(A) vrijedi
t t
T(t)x—x=[T(s)Axds = A[T (s)xds.
0 0

Teorem Hille-Yosida daje potrebne i dovoljne uvjete koje treba da
zadovoljava rezolventa operatora A, da bi bio infinitizemalni generator jako
neprekidne polugrupe.

Teorem 1.3. Linearni operator A je infinitizemalni generator C,-

polugrupe (T (t))tZO za koju vrijedi [T (t)|<Me”, zasve t>0 ako i samo

ako:
(i) Aje zatvoren operator i D(A) je gustu X ;

(i) Rezolventni skup p(A), operatora A, sadrzi interval (@, ), i

[R(2.AY

SLH ,za A>w, n=12,...
A—w)

2. Pojam i osnovne osobine integrisanih polugrupa

Da bismo vidjeli kako se na prirodan nacin dolazi do pojma integrisanih
polugrupa, izvrsit cemo sljedece razmatranje.

Pretpostavimo da je T (t) , 1 >0jako neprekidna polugrupa na Banach-

ovom prostoru X .
Formirajmo sada integrisanu polugrupu
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S(t) = Jt.T(r)dr.

Tada familija operatora S(t), t > 0ima sljedeca svojstva

t r t

S(r)S(t)=jT(r)dro(s)ds=jdij(r+s)ds:

0 0 0
“for
S (O) =0.
Relacija S (0) =0je ocigledna.

da_j(S(Ht) S(r))dz;

q'—.:

Nadalje, operatori S (t)su po normi neprekidni zasve t >0.

U daljnjem razmatranju ¢emo zaboraviti kako smo dobili familiju
operatoraS(t) 1 uvjet neprekidnosti operatora po normi ¢emo zamijeniti sa
jakom neprekidno$cu, tj. pretpostavit ¢emo da je S (t) neprekidna funkcija za

t>0zasvaki x € X.
Sada ¢emo kratko izloziti svojstva integrisanih polugrupa.

Definicija 2.1. Familija ograni¢enih linearnih operatora S (t),t >0na

Banach-ovom prostoru X se naziva integrisana polugrupa ako i samo ako
vrijedi

S(0)=0; (2.1)

S(t) je jako neprekidna, za t>0; (2.2)

S(r)S(t) = j (S(t+t)-S(r))dr. (2.3)
Takoder vrijedi:
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Prostor C", n >0 definirat ¢emo na sljedeéi nadin:
C’=X (2.4)
C" = {x e X;S(t)Xje n-puta neprekidno diferencijabilna
funkcija  }

Koriste¢i definiciju prostora C" moZe se uvjet (2.3) preformulirati
ovako:

S(H)xeC* i

S'(r)S(t) = S(r +t) —S(r). (2.5)

Da je (2.3) ekvivalentno sa (2.5) vidi se na sljedeci nacin:

Ako vrijedi (2.3) za svako Xe X onda je desna strana od (2.3)
diferencijabilna po r >0, jer je podintegralna funkcija neprekidna po 7, za
proizvoljno fiksno t > 0. Zbog toga je i lijeva strana u (2.3) diferencijabilna po

r, za proizvoljno ali fiksno t > 0). No to zna¢i da S(t)x e C", za svako fiksno
t >0 isvako fiksno X € X . Sada se diferenciranjem dobija:

S'(r)S(t)x=S(r+t)x—S(r)x,

zasvako r,t >0 isvako fiksno x € X , tj. vrijedi (2.5).

Obrnuto, ako vrijedi (2.5) za svako xe X i svako r,t >0, onda je
S(r+t)x—S(r)x neprekidna funkcija od r (r >0) za svako fiksno t>0 i
svako fiksno X € X . No to, prema jednakosti u (2.5), zna¢i da je S'(I’)S (t)X
neprekidna funkcija od r >0, za svako fiksno t >0 i svako fikshno xe X pa
se integracijom dobije (2.3).

Lema 2.2. Neka je S(t) integrisana polugrupa na Banach-ovom
prostoru X . Tada:

S(t) :a()Z” —>C"™ nh=o0 (2.6)

S'):C" >C", n=1 2.7)

S"(t):C"™ ->C" n=1 (2.8)
b) Vrijede sljedece relacije:

S (NSM)X—S(1)S(r)x = St)x —S(r)x nac* (2.9)

S (rSt)x = S(t)S’(r)x nact (2.10)

S(r)S’(t)x = S’(r +t)x nac? (2.11)

118



Integrisane polugrupe i integrisana rjesenja apstrakinog Kosijevog problema

S'H)x=S"(0)S(t)x+S’'(0O)x nac* (2.12)
S)S"(0O)x =S"(0)S(t)x nac? (2.13)
S"(H)x=S"(0)S'(t)x =S"(t)S"(0)x nac? (2.14)
S(INS'MOX=St+r)x—Ss®)x nacC* (2.15)
S(NS"M)x=S'"(t+r)x—S’'(t)x nac? (2.16)
S'(NS"M)X=S"(t+r)x=S"{t)S'(r)x nac? (2.17)

Dokaz: Navedene relacije se lako dokazuju, pa ¢emo dokazati samo
neke od navedenih.

a) Dokazimo najprije (2.6). Neka je X C". To znadi da je funkcija
S (r) X neprekidno diferencijabilna n-puta. S druge strane prema (2.5) je

S'(r)S(t)x=S(r+t)-S(r)

Prema ve¢ reCenom, desnu stranu mozemo diferencirati n-puta po I, pa
pema tome, i lijevu. A to znali da S(I’)S (t)X mozemo neprekidno

diferencirati (n+1)-putapaje S(t)xeC"™. Sli¢no se dokazuju tvrdnje (2.7) i
(2.8).

b) Da vrijedi tvrdnja (2.10) mozemo zakljuéiti na sljedeci nacin:

Neka je xeC'. To znati da je funkcija S(r)x neprekidno
diferencijabilna po r. Kako je

S(r)S(t)x=S(t)S(r)x,a

t

S(t)S(r)x=[(S(r+7)-S(z)pdz
0
lijeva strana navedene jednakosti je diferencijabilna po r, pa prema

tome i desna, tako da nakon diferenciranja po r, dobijemo da je
S(t)S'(r)x=S(r+t)x-S(r)x=8'(r)S(t)x.

Da vrijedi tvrdnja (2.11) vidi se na sljede¢i nacin:

Diferenciranjem relaciji

S(r)S(t):j(S(r+t)-S(r))dt
po t, dobit c(')emo
S(r)S’(t)x=IS’(t+r)xdr=S(t+r)x|jjg:8(t+r)x—s(t)x.

Ovdje je desna strana diferencijabilna (neprekidna) po r, pa je takva i
lijeva strana tj. S'(t)xeC*, odnosno S(r)S'(t)x je diferencijabilna po r,
pri fiksnom t. Imamo, dakle,
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S'(r)S'(t)x=S8'(t+r)x

Da vrijedi tvrdnja (2.12) moze se zakljuciti na sljede¢i nacin:

Ako je xeC*, tada je S(t)xeC?, pa postoji (i neprekidna je)
S"(r)S(t)x. Ako dakle, u (1.2.5), tj
S'(r)S(t)x=S(r+t)x—S(r)xdiferenciramo po  r, dobit ¢emo
S"(r)S(t)x=S'(r+t)x—S'(r)x. Odavde ako stavimo r =0, imat éemo
S"(0)S(t)x=S"(t)x—S"(0)x tj. S'(t)x=S"(0)S(t)x+S'(0)x,

Sto je i trebalo dokazati.

Da vrijedi tvrdnja (2.13) vidi se na sljede¢i nacin:

Neka je, sada, xeC?. To zna¢i da je funkcija S(r)xdva puta
neprekidno diferencijabilna. Prema (2.5) je S(t)S'(r)x=S(r+t)x—S(r)x

S obzirom da lijevu stranu, posljednje jednakosti, mozemo diferencirati po I,
onda mozemo i desnu stranu diferencirati, Sto nas dovodi do jednakosti

S(t)S"(r)x=S"(r+t)x—S'(r)x
Uvrstavanjem =0 dobijemo
S(1)S"(0)x =S'(t)x—S'(0)x
Odakle, prema (2.10), dobijemo
S(t)S”(0) = S”(0)S(t).

14

Definicija 2.3. Skup
N ={xe X;S(t)x=0,t =0}

se naziva prostor degeneracije integrisane polugrupe S(t). S(t)
nazivamo nedegeneriranom, ako je N = {0} . Ako prostor N sadrzi i neke
druge elemente osim 0, tada S(t) nazivamo degeneriranom integrisanom

polugrupom.

3. Generator nedegenerirane integrisane polugrupe

Ako je T (t),t >0 jako neprekidna polugrupa na X sa generatorom

A, tadaje xe D(A) i Ax=y akoisamo ako je
t

T(t)x—x:IT(s)yds.

0
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Ovu karakterizaciju generatora polugrupe ¢emo iskoristiti za definiciju
generatora integrisane polugrupe.

Definicija 3.1. Generator A: D(A)g X — X, nedegenerirane
integrisane polugrupe S (t), t >0 se definira na sljede¢i nadin:
xeD(A)i Ax=y akoisamoako xeC" i
S'(t)x—x=S(t)y zat>0. (3.1)
Ekvivalentno tome mozemo tvrditi: X € D(A) i Ax =y ako i samo ako
je
t
S(t)x—tx=IS(r)ydr zat>0. (3.2)
0

Primijetimo da ova definicija ne zahtijeva da je integrisana polugrupa
eksponencijalno ogranic¢ena.

Lema 3.2. C?c D(A)gCl i AX:S”(O)X za, XeC?. Cak i vige
AC*cC".

Dokaz: Neka je X e D(A). To znati da je xeC" i da postoji ye X
za kojeg vrijedi

S'(t)x—x=S(t)y (t=0). (3.3)
Ako je 9 drugi element za kojeg vrijedi
S'(t)x—x=S(t)y (t=0), (3.4)

onda bismo iz (3.3) i (3.4) imali

S(t)y=S(t)y,(vt=0),

ti. S(t)(y-y) =0, (vt>0).

Kako je S(t) nedegenerisana integrisana polugrupa, to odavde slijedi
y-y=0,t. y=y.

Po definiciji generatora je D(A) < C*. Dokazimo da je C* = D(A).
Dokazat ¢emo najprije da za X € C' vrijedi S'(O) X = X. Prema (2.9), imamo za
sve Xe X

S'(NSE)X —S’(1)S(r)x = St)X —S(r)x

pa, za r =0, posto je S(0) =0, dobivamo

S'(0)S(t)x=S(t)x . (3.5)

Kako je xeC? c C* to, prema (2.10), za r =0, imamo
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i dalje

$'(0)S(t)x=S(t)S'(0)x .
Ovo i (3.5) daju
S(t)S'(0)x=S(t)x, (Vt=0)

S(t)[s’(0)x—x]=0, (vt=0)
Kako je S (t) nedegenerirana, integrisana polugrupa, to dobijemo
S'(0)x—x=0
Znadi, za XeC*t, je

S'"(0)x=x . (3.6)
Pretpostavimo da je x € C?i stavimo
H(t)x=S"(t)x—x—S(t)S"(0)x
Dalje imamo
H(t)x:S’(t)x—x—S(t)S"(O)x(% S'(t)x—x—S"(0)S(t)x
=5'(0)x—x=x—x=0.

Znagi H(t)=0 tj. S'(t)x=x+S(t)S"(0)x, $to znati da vrijedi

(3.3), gdje je y=S"(0)x.

Dakle, ako je xeC?, ondaje xe D(A) i Ax=S"(0)x, 1.
C?’cD(A)i Ax=S"(0)x, xeC?>.

Na kraju, iz

S'(t)x=x+S(t) Ax=x+S(t)S"(0)x
S(t)Ax=S(t)S"(0)=S'(t)x—x.

Desna strana je neprekidno diferencijabilna, jer je x e C?, paje

tako i lijeva strana. Dakle Ax eC*.

Lema 1.3.3. A je zatvoren linearni operator.
Dokaz: Slijedi neposredno iz (3.2).

Lema1.34. S(t):C'>C* <= D(A) i
AS(t)x=S"(0)S(t)x=S'(t)x—x. Nadalje, AS(t)x=S(t)AXx,

za xe D(A).

(3.1)
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4. Homogeni Kosijev problem

Neka je X Banachov prostor, a A zatvoren linearni operator na X
koji generira nedegeneriranu integrisanu polugrupu S(t). Za fiksan element

X € X , promatrat cemo tzv. Kosijev problem
d
—u(t)=Au(t
Su()=Au(t)
u(0)=x

Posljednji uvjet naziva se podetni uvjet. Ako je X € C’tada se

(4.1)

na§ problem moze lako rijesiti. Naime, ako uzmemo X € C®, tadaje x € D(A)
i vrijedi

S'(t)x—x=S(t)Ax.

Posto S(t) i Ax komutiraju, to imamo

S'(t)x—x=AS(t)x.

Posto je X e C?, lijeva strana se moze diferencirati, tako da imamo

S'(t+h)x—=S'(t)x S(t+h)x—S(t)x.

S"(t)x=lim =limA
h—0 h h—0

Dakle,

AS(t+h);]<—8(t)x L 57(t)x

S druge strane
S(t+h)x—S(t)x
h
Iz ovog i iz zatvorenosti operatora A, slijedi:

S'(t)xeD(A) i AS'(t)x=S"(t).

— S'(t)x, kadah—0

Ako stavimo u(t)=S'(t)x, imamo %u(t):Au(t). Osim toga,

prema (2.12), kada u (2.3) stavimo t=0, je u(0)=S'(0)x=x. Dakle, u
slutaju X € C? je funkcija u (t) = S'(t) X rjeSenje Kos$ijevog problema (4.1)
Sada, iz (4.1), gdje je u(t)=S'(t)x, integracijom u granicamaod O do

t dobivamo
t

u(t)=Afu(t)dt+x. (4.2)

0
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Dakle, rjesenje u(t), jednacine (4.1), zadovoljava i (4.2). Obratno ne

mora vrijediti. Jednadzba (4.2) moze imati rjeSenja koja ne zadovoljavaju (4.1)
Sto znaci da je uvjet (4.2) slabiji od uvjeta (4.1).

Mozemo se i¢i i dalje. Ako stavimo V(t) =|u (T)d’[ , jednadzba (4.2)

O —

¢e primiti oblik
Q:Av+x, v(0)=0.
dt
Novom integracijom od 0 do t dobit ¢emo

VZAIV(T)dT-i-tX, v(0)=0. (4.3)
0

Prethodna razmatranja pokazuju da se iz rjeSenja jednadzbe (4.1), nakon
dvije uzastopne integracije, dobivaju rjeSenje jednadzbe (4.3). Isto tako se iz
svakog rjeSenja jednadzbe (4.2) dobija rjeSenje jednadzbe (4.3). No (4.3) moze
imati i rjeSenja koja se ne dobivaju na ovaj na¢in. Razmotrimo sada jednadzbu
(4.3) i potrazimo sva njena rjeSenja. Rjesavanje problema (4.3) se moze smatrati
rjeSavanjem problema (4.1) u nekom generaliziranom smislu.

Zapravo, vrijedi sljede¢i teorem:

Teorem 4.1. Zasvako X e X, v(t)=S(t)x je jedinstveno neprekidno
rjeSenje problema (4.3).
v(t)” <C(t)|x|. adje C(t) ne ovisi od x.

Cak 1 viSe,

Napomena: Funkcija C(t) je u stvari HS (t)H

Ostatak ovog poglavlja ¢emo posvetiti dokazivanju obrata ovog
teorema.

Teorem 4.2. Linearni operator A na X je generator nedegenerisane
integrisane polugrupe ako i samo ako vrijede sljedec¢a dva uvjeta :
(i) v=0 jejedino neprekidno rjeSenje problema (4.3),za X=0.
(ii) Za bilo koje x e X jednaéina (4.3) ima neprekidno rjeSenje V
takvo da je ||v(t)|| <C(t)|x|. zaneko C(t) > Okoje ne ovisio X.

Dokaz: Dio = ovog teorema je teorem 4.1.
Pretpostavimo, sada, da su zadovoljeni uvjeti (i) i (ii). Neka je

V(t)neprekidno rjeSenje problema (4.3). Uocimo prvo da je to rjeSenje
jedinstveno za dano X € X . Naime, ako je i V; (t) neprekidno rjeSenje problema
(4.3), tada imamo
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v(t)= Aj.v(r)dr+tx,

0

AIV )z +1x,
i v(0)=V,(0)=0. Odavde slijedi
(1) AI dr

i V(O)—Vl(O) =0. Ovo zna¢i da je funkcija V(t)—v1 (t) neprekidno
rjeSenje problema (4.3), pri ¢emu je X=0. Prema uvjetu (i) je

v(t)—v,(t)=0, 1. v, (t)=v(t).

Stavimo, sada, po definiciji

S(t)x=v(t),za t>0

gdje je v jedinstveno rjeSenje koje zadovoljava uvjete (i) i (ii).

Prvo ¢emo provijeriti da je S(t), t >0, integrisana polugrupa, a zatim i
daje A njen generator.

Operatori S( ) su linearni zbog toga $to rjeSenje od (4.3) mora biti

jedinstveno i ograni¢eni zbog procjene ||v ||<C )[|X|| koja vrijedi prema

uvjetu (ii)

Provjerimo sada (2.1), (2.2), (2.3). Jednakost (2.1) slijedi iz (4.3), a (2.2)
iz neprekidnosti funkcije V(t). U svrhu provjere (2.3) fiksirat ¢emo r>0 i
staviti

t

V,(t) =S(SE)X , v,(t) = j(S(rH)—S(f))xdr .
0

Iz (4.3) slijedi da v,i v, zadovoljavaju jednacinu

v;(t) = Ajvj (s)ds+tS(r)x.

Prema definiciji funkcije S(t)X, ona je rjesenje jednadine (4.3), ti.
vrijedi
t
S(t)x= AJ.S(r)xdr+tx,
0
a odavde, djelujuéi sa S(r) pri fiksnom r, dobijamo
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t

S(r)S(t)x=A[S(r)s(z)dz+tS(r)x,

0
t. Ajv )dz+tS(r)x, v(0)=0.
Dalje, drzec1 rflksnlm dobijamo

I[S r+r X— S X]dr IS F+T xdzr — IS

-

t+r

= I S(r)xdr—IS(r)Xdr.

r

o

t+r
Dakle, vz(t)zjs( )xdz - IS )xdz — IS )xdz,
0
i dalje,
t+r

Aj 7)xdz - Ajs )xdz - Ajs )xdz
S obzirom da S( )x zadovoljava jednakost (4.3), odavde, dobijemo
t)=[S(t+r)—(t+r)x]-[S(r)x—rx]-[S(t)x—tx].
Dakle,
AV, (t)=S(t+r)=S(r)x—S(t)x.
Odavde nakon integraoije od Odo t, dobivamo

Ajv )dz = I[S (z+r)x=S(z)x]dr-tS(r)x,

tj. A_[v )dz =v,(7)-tS(r)x.

Prema tome v, (t) zadovoljava (4.3).

Jedinstvenost rjeSenja problema (4.3), tada povlaci v, =V,, tj. (4.3).

Sada ¢emo dokazati da je A generator od S . Da bismo dokazali da je

A sadrzan u generatoru od S, uzmimo x € D(A)i provjerimo (3.2) , tj.
t
S(t)x—tx =IS(S)AXdS .

Lako se moze vidjeti da obje strane jednadzbe zadovoljavaju
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t
w(t) = Aj W(s)ds+%t2Ax.
0

Uvjet (i) povlaci da oni moraju biti jednaki.
Da bi dokazali da je A prosirenje generatora od S, uzmimo X,y e X
za koje je

t

S(t)x—tx= J'S(r)ydr ,zat>0.
0

Prema (4.3),

S{t)x—txe D(A) i A(S(t)x—tx)=S(t)y—ty.
Kako je operator A zatvoren, iz leme 3.2, imamo

%x = .:[S(r)xdr —I(S(r)X— rx)dr € D(A)

t2 t t2 t2
Al —x |=SH)x—-tx—|S(ydr+—y=—Vy.
[zj () !()y +oY =Ty

Odavde je xe D(A) i Ax=1Yy.

Korolar 4.3. Neka je A gusto definiran operator na X . A generira
nedegenerisanu integrisanu polugrupu na X ako i samo ako jednacina

%v(t) =Av(t)+x, t=0, v(0)=0 (4.4)

ima jedinstveno neprekidno rjeSenje V, za svako X € D(A) i, za svaki
ogranicen interval [0,a], postoji konstanta C >0 takva da je ||v(t)|| <C|¥|.

Dokaz: = Stavit ¢emo V(t)=S(t)x i koristiti lemu 3.4.
< Provjerimo uvjete (i) i (i) teorema 4.2. Poc¢nimo sa (ii). Neka
jexe Xi

niz X, € D(A) odaberimo tako da X, — X kada n—co. Tada postoji
jedinstveno neprekidno rjeSenje V, za koje vrijedi
%vn(t) =Av (t)+x,, za t>0,

V, (1) =V, (1| <CJx, =%, [ tako

v, (t)|<C|x,|. Dalje,

dav, (t) > v(t) kada n—>oo, gdje je V neprekidna funkcija. Integrirajuci
posljednju jednakosti, dobijamo

t
v, (t)= AJ.Vn (s)ds+tx, .
0
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Odavde

t
A v, (s)ds — v(t) —tx , kada n — oo,
0

Posto je operator A zatvoren, imamo

Aj.v(s)ds =v(t)—tx,

i ”V(t)” < C||X|| , Za t iz ogranicenog intervala.

Jedinstvenost rjeSenja slijedi neposredno iz ¢injenice da je rjeSenje (4.4),
jedinstveno u slucaju X =0. No, ova ¢injenica se moZe dokazati ovako: Neka je
V(t) rjeSenje problema

V'(t)=Av(t), v(0)=0.

Tada, integracijom dobivamo

v(t)=Aj:v(r)dr, v(0)=0

t
Ponovnom integracijom, stavljajuci W(t) = I V(T) dz, dobivamo

0
t

W(t):AJ-W(r)dz', W(O):O
0
No, od ranije znamo da odavde slijedi W(t)EO, pa je i

v(t)(=w (t))=0.
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dakynTer OpraHu3aluoOHUX HayKa

Karenpa 3a mareMaTuky OpUruHaIHU HAYYHU pajl

[TPUMEHA JIBOITAPAMETAPCKUX
PACIIOAEJIA ¥V UHTEPBAJIHOJ AXII METOA1

Veoo

Ananutinuku xujepapxujcku mporec (Analytic Hierarchy Process —
AXII) je MeToJ BUIIIEKPUTEPHj YMCKOT OTy4YHBama Koju je pa3suo Tomac Catu
(Thomas L. Saaty) cemampaecetmx ToamHa JBajeceTor Beka. [NaBHUM Wb
MeTozie je oApehuBame TIIOOANHUX TEXHHA Yy ONHOCY Ha KOje C€ BpIIU
paHrupame anrepHatuBa. OCHOBHM METOJOJOWIKK Kopaiu y nmpuMenu AXII
MeToJIe Cy:

— CTpYKTyHpame npodiema,

— IpUKYIJbathe MoJaTaKa,

— oxpehuBame pelaTHBHUX TEKUHA,

— HaJTAXEHe peliemka npodiaema.

CrpykTyupame mnpodiiemMa MpeacTaB/ba JIEKOMIIO3ULM]Y Ipobiema,
uaeHTH(UKANN]y elleMeHaTa U BUXOBO yrpaljuBame y cepujy xujepapxuja. Ha
BpXY XHjEepapXHjCKe CTPYKTYpe YBEK Ce€ Hala3d TJI00ajHH IiJb, 3aTHM clielie
aTpuOyTH-KPUTEPUjYMHU, a Ha TOCIeA’EM HUBOYy Halaze ce ToHyheHe
JITEpHATHBE KOj€ CEe PAaHTUpAjy Ha OCHOBY WAEHTH(HKOBaHWMX aTpuOyra. Ha
ciuiy 1 prikas3aHa je XhjepapXujcka CTPyKTypa ca TpY XHjepapXujcka HIUBOA.

I'106a1HH
oHB

—

C1 Cc2 C3 C4 C5

Al A2 A3

Crnuka 1: AXII apxutektypa ca TpH HUBOA

* lazovic@fon.bg.ac.rs



Paoe Jlazosuh u op.

[TpBu HUBO je TIO0ANHM LWJb, HAPEIHU HUBO YMHE MET KPUTEpHjyMa-
atpubyta (Cl, ..., C5), 1ok cy Ha TOCJIenmeM HHUBOY IMOHyheHe alTepHaTHBE
(AL, A2, A3).

Hakon mpukynspama monaraka (y o03up Joa3e Kako KBaHTHTAaTHBHH,
TaKO M KBIWTATHUBHH IIO/Ialld) cliein KJby4Ha (aza meTtone — onpehuBame
JIOKATHUX (pEeNaTUBHUX) TEXKHHA W4, ..., W, Ha OCHOBY MaTpHIa nopehema mo
napoBuMa. Martpuie mopeljera 1Mo mapoBUMa cajpKe EKCIEPTCKEe OleHe U
¢opMupajy ce Ha CBaKOM HHMBOY y ofHOCY Ha Hanpehenu HuBo. Ha mpumep, 3a
XHjepapXujcKy CTPyKTypy Ha ciunu 1, ¢opmupa ce jenna matpuna nopehma
pena 5x5 3a npyru HUBO (Y OJHOCY Ha IJI00aJTHU [IUJb) ¥ MET MaTpuIla nmopehema
pena 3x3 3a Tpehu HuBO (y ogHOCY Ha Kpurepujyme Cl, ..., C5).

Pememe npoGiieMa — BEKTOp TI00ATHUX TEKHHA, J0OHja c€ HA OCHOBY
npeTxonHo oapeheHnx BekTopa JokanHUX TexxkuHa (Saaty 1980, Saaty, Vargas
1987).

Y kouBenmmonanaoj AXII metoau marpurie nopehema mo maposuma cy
o0mrKa

211 Q33 .. Q4p
fgy 23 w3y

A= . (1)
Q1 Gz o py

n ¢dopmupajy ce Ha cinenehm HauwmH. [loHOocwWiam ojuTyKa 3ajaje
€JIEMEHTE @;; Y TOPHEM TPOYIITy MaTpule 4 Tako Jja CBaKM Ol THX eJIeMeHaTa

TPEJ/ICTaBIbA KOJIMYHUK PEIATUBHUX (JIOKAJTHUX) TEKMHA W; U Wy
W . - .
a;j=—; i=1.,n—-1; j=i+1..,n
wj
3a ejeMeHTe y JIOHBEeM TPOYIIy Y3UMajy Ce€ PELUIPOYHE BPETHOCTH
onrosapajyhux eneMeHaTa KOju IPHUIIAIajy TOPHEM TPOYTITY MaTpUIle A:
1

a;=—; j=2,.,.m; i=1,.,j—1

Ty

BekTop penaTMBHMX TexuHa W = [wy W, .. w,] nobuja ce kao
necHu corctBeHu — [leporoB Bekrop matpuie A (Saaty 1980). To je concTBeHu
BEKTOP KOjU OIrOBapa MaKCHMAJIHO] COTICTBEHO] BPEIHOCTH MaTpHIe A:

Aw = AW,

Ako  JoHOCWNAll  OJUTyKa  pacrojiake  CBUM  PEJIeBaHTHHUM
uHpOpMaljaMa BE3aHWM 3a IMpoOJeM KOju MpoydaBa, OH MOXKE TadyHO
YIOPEAUTH BAXKHOCT JBa KPUTEpPHjyMa WM JIBE AJITEpHATHBE y OAHOCY Ha
HajpeheHW KpuTepwjyM M Ha Taj HaumH (opmuparn Matpuiy obmmka (1).
Mebhytum, 300T KOMIUIEKCHOCTH NpoOjeMa, TO j€ YecTO HEU3BOJJBMBO H
JIOHOCHIJIAIL OJUTYKa je MpuHyheH Jia aje MHTYHTHBHE OLlEHEe KOJTHMYHUKA W; /W;
. To pesyntupa HekoHzucteHTHOIINY Marpuie 4. [lokymaju ga ce npesasuby
npobjeMu OBakBe MpUpojae JI0BeNH cy 1o HoBUX BapujaHTH AXII merone, y
npBoM pexy no uatepBaiaHe AXII merone (Saaty, Vargas 1994).
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Tlpumena osonapamemapckux pacnooena y unmepgannoj AXII memoou

NurepBanna AXII metona (MAXIT) 6a3upa ce Ha MaTpuiiama ropehema
o0mmKa

1 Eiz:ﬁlz] W n:ﬁln]

A= (W21, W2 1 o W W]
Enbﬁnl] [En::wnz] ™ 1

TJie je W;; IoBa, a W;; TOpHba IPaHuIa KonuyHuka w; /w;. Mmajyhu y
BUAY PELUIPOUYHY CTPYKTYpYy MaTpuie nopehema, IpeTnocraBiba ce Ja BaXu
w;;wj; = 13acBako i,j = 1,...,n . OBakBe MaTpulle Ha3MBajy Ce HHTEPBAIIHE
pEeLUIpOYHEe MaTPHIIE.

Y oBOM pamy ce mpeiaxe HOB IOCTYNAaK KOHCTPYKLHje MaTpHIe
nopehema y BapujanTu uHTepBanHe AXII MeTome y KOjoj ce CBaku oOf
enemenara Matpuie A Ha mo3unuju (I, j) mocMarpa Kao peajamsalifja ClydajHe
npomensbuBe X;; = W /W; xoja ce kapakTepue JBONApaMeTapcKOM IyCTHHOM
pacrnozene f{x; a

dasze.

ijr By }-}. Konctpykmuja marpure mopehema onBuja ce y nBe

Y npBoj (ha3u TOHOCHIIAIL OJUTYKa 33]1aje UHTEepBaJIC bi 08 J,-] y TOpBHEM
Tpoyrny wMartpune A u oarosapajyhe BepoatHohe p;; Tako ma  je
P(E:’j < Xi; < Ei}-} = Pjj» OIHOCHO

J"EEL:J f{xr ;g bij}dx = Pij- (2)

[Topen Tora, jmoHOCHIALl OJUTYKa yKa3yje Ha Opoj mg;, m;; € [gi}- L }-]
KOjH NPEJICTaB/ba OYEKMBAHY BPEIHOCT CIydajHe MPOMEHIbUBE X5

fj:x f(xF ﬂ'z’_;': b:’jj}dx = mi_;l" (3)

AKO MaTeMaTH4KO OYEKHBAamE CIIy4ajHE MPOMEHJbUBE X;; HE MOCTOjH,
3aMemyje Ce HEKOM JIPyroM KapaKTepPUCTHKOM CpEIhe BPEIHOCTH, HIIP.
MOJIyCOM WJIHM MenujaHoM. PemaBamem cuctema (2), (3) mobujajy ce KOHKpeTHE
BPEIHOCTH NapameTapa @;; U b;; u Ha Taj HaynH yTBphyje Tayna pacrnozena
ciydajHe nmpoMenbuse X;;. Tume ce 3aBpmasa npsa (pasa popMuparma MaTpHIE
A.

Y napyroj ¢azum dopmupajy ce WHTEpBAIM KOjU TPHUIAIA])y JTOHEM
TpOyrily Mmartpuie mopehema, carfjacHO pacHofend cllydyajHe HpOMEHJbHBE
Vi=1/X; j=2,..m;i=1,..,j—1

Kon usbopa pacnosene ciydajHe TNpOMEHJbMBE X;; ITOXKEJbHO je Ja
Clly4ajHa npoMeHsbrBa ¥j; MMa ucTu TMI pacnofene kao v X;; (y IpPOTHBHOM Ou
y3ajaMHa npomeHa penocnesna kpurepujyma C; m C; pesyinTupana YumbeHUIOM
Jla jemHa Te McTa CllydajHa MPOMEHJbMBA UMa JIBA Pa3JIMYKMTa TUIA PACIOJeie).
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JemHa on peTkux pacrojena Koja HMMa TakBo cBoOjcTBO je Komwmjera

nBomapameTapcka pacnoaena C{a, b) ca ryctMHOM pacnonene
Flx) = p__ 1
T B4 (x—a)®’

Tunuyan oOMUK TyCTHHE paclojiesie MPUKa3aH je Ha CIIHLH 2.

yh

—_

a X

Crnuxka 2: I'yctura KommjeBe pacmogene C(a,b)

[Tapamerap @ penpeseHTyje cpelby BPEOHOCT (Y OBOM CIIydajy MOAYC
WIN MeIujaHy — MaTeMaTH4YKO OYCKHBame HE MOCTOjH), OK je mapamerap b
Mepa OJICTyIIara CIy4ajHe IPOMEHIBIBE O] IheHE CPEIbe BPETHOCTH.
Axo je X:C(a b), mokasyje ce (Lipovetsky, Tishler 1999) na
Y =1/X:C(a*,b*), rue je
& = a & —
a+b?® ai+h?’
Jaxie, y 0BOM cily4ajy pelMIipodHa cliyyajHa MPOMEHJbHBA UMa TaKohe
KommjeBy nBomnapamerapcky pacnozeny.

Koncmpyxyuja mampuye nopeherna

OmnucaHu TOCTyNMaK KOHCTPYKIMje MaTpuie mopehema mo mapoBuMa
peanuzoBalieMo Ha npuMepy aBonapameTapcke Komujese pacroserne.

3a crako i=1,..,n—1 u j=i+1, .., n 3amajeMo HHTEPBAI
bi 08 }-], a;; = 0 xao uHTEpBan Moryhux peanusanuja CirydajHe NPOMEHBUBE
X;; 4mja je rycTuHa pacrozene

bij 1
X @b )=——F———— .

f{ ] i z}} T bi_r'z"' I:I_EL_J__}-J.

CBakoM of 3aJaTUX MHTEpBaja b:‘ .8 }-] MPUAPYXKYjEeMO BepoBaTHONY
Pij TAKO J1a je

bij rEij d
2y "rﬂi_.-' = - Dij. (3)

r ‘2 b[_l-'"“+|::r—ﬂ[_|-'}5"
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Tlpumena osonapamemapckux pacnooena y unmepgannoj AXII memoou

Bepoarnohe p;; ompakaBajy CTENEH CHUTYPHOCTH KOjOM JOHOCHJIAILL

OITyKe yKa3yje Ha WHTepBajl @ a; }-] kKao Moryhy peanm3anujy KOJTHMYHHKA

ij s
W; /W;. Vmajyhu y Busy npupoy npobiema Koju ce pelasa, IpeTIoCTaBKe

05<p;<1 i=1..n—-1; j=i+1..,n 4)

CMaTpajy ce JIOTHYHUM M YHAITPE]l UCITYE-CHUM.

C o63upom ga je Komujea pacmoaena cuMeTprdHa 3a MIPBH apameTap
pacnonene C{a;;, b;;) y3umamo @;; = % ( a; +a; }-} :

3a CBAaKO M3payvyHaTo @;; TapameTap pacmozene b;; onpehyjemo wu3
penanyje (3). Hakon pauyHama nnTerpaia noouja ce

1 Gij—iif aij—afj

—|arctyg —/—— — arctyg #) =P,

g ij bij

OJTHOCHO

2 hij

—arctg— = p;; 5
L aretg, = Pijs ()

-1
rae je hy; = a; — a;

U3 (5) nobujamo
bi; = hy; ctg 2

i=1.,n—-1; j=i+1,..,n (6)

OBuM ce 3aBpinaBa mpBa (a3a KOHCTPYKIHje MaTpuie mnopehema mo
MapoBHMa y K0joj ¢y yTBpleHe TauHe pacrojieie ClydyajHHuX MPOMEHIBHBUX KOje
0JIrOBapajy AaTUM HHTEepBAIMMa TOPHET TPOyIiia MaTpuile nopehema.

Jlpyra da3za koHCTpyKiuje MaTtpuile 4 OJHOCH ce Ha (opMHpame
eJeMeHaTa y JOHmEM TPOYIIy MaTrpHuiie, 3a Koje heMo MPeTIOoCTaBUTH Ja Cy
obnrka
b}':‘* JE}-f] 3aj=2,..,n; i=1,..,j— 1. Kao mro je Beh peueno, pacmogena

-
=

cBake oJ] oArosapajyhux ciydajaux npomensbuBux ¥j; = 1/X;; je Kommjesa
&= = .
pacnozena C {a}-i,b}-il rie je

aii
B Lj & _

a —_— Bij
LT 232

J
I z "
E”+bﬁ

. — =
360r TOTa je MPUPOIHO Jia CE€ 3a CPEIMHY HMHTEpBaja @:‘f N ] y3Me
Cpeliba BPEIHOCT ClIydajHe IPOMEHIbHBE Yj;, OXHOCHO Hapamerap @j;. Ha Taj
HA4YMH MOXEMO CMAaTpaTH Jia Cy MHTEPBAJIU Yy JOHEM TPOYIJy MaTpHIle 00IHKa

= = ® ® = ® ® = =
[ﬂﬁ —hy, a5+ h}-i] 3a Heko hj; = 0. Kako mnreppan |aj; — iy, a; + hﬁ] nuMa

napamerpe R

UCTy BepoBaTHOhy kao M ojnromapajyhu WMHTEpBai b a

5 8y5],
onpehyjemo u3 yciosa ja je P'[ﬂj-} —h; <Y< a;+ h}}} = P;j, OJIHOCHO Kao0
pelIeHme jeTHaunHe

bji cajithj; dx

“R% Teiii oz Pij
w2 h_|'|_ b_f[ -|-|_‘;t'—|2_|.-|:::l1 H

Hakon pauyHama MHTErpasa, CIMYHO Kao U y npBoj ¢dasu, noduja ce
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Paoe Jlazosuh u op.

e

7

hyy=bhitg— j=2,.,m i=1,.,j—1 (7

WaTepBanu gomer tpoyria marpuiie A Owhe KopekTHO (opmupaHH
camo axo je aj; — 5 > 0, rue ce hy; padynajy u3 penarmje (7). Y mprior Tome
uze cneaeha oneHa:

1 ﬂp:’j
aj—hj; = W(%‘ —bijtg— )
_ 1 a. ']'I“'p TI:FIU) _
o + bz \Mu Tt T M
1 aij
T ok pE (a5 = hy) = ﬂ?.—":b? >0
(DOpMI/Ipa}LeM HHTepBana
[ & — hi ag +h*] j=2,.,mn; i=1,..,j—1 zaBpmasa ce u apyra (1)a3a

dopmupama Marpuie mnopehema mo maposuma. llpumernmo na je ﬂ = E— ,
Ly

TaKo J1a no0ujeHa MaTpuna nmopehema HUje HHTEPBAITHO PEIUIIPOYHA.
Hymepuuku npumep

Konctpykinjy wmatpune mopehema mo mnapoBuma u - onpehuBame
pelaTUBHMX TEeXHWHA WiIycTpoBalieMo Ha TpUMepy KOjU TpEICTaBiba
momudukanujy npumepa (Li 2009). V (Li 2009) 3anmaje ce matpuna nopehema
A, Koja je HHTEepPBAJIHO PEIMIPOYHAa,

.—.
H
=
[
L |
N
o
—
h
[N
—
]
Lad
[N
—
=
[
[N

1
10 [51] [
[1,2] [11] [1.2] [1,2]
111 [2,1] (141 E,1]
[1,2] [1,1]

ALy

-

|H|PJIHII |_l.lnr""“'l:
=

[2,3]

-

.
Bl g | B

Mopudukanuja ce OJHOCH Ha €JIEMEHTE y JOHBEM TPOYIIIy MaTpuIle
nopehema, 0K Cy €JIEMEHTH y TOPHEeM TPOYIJIy MaTPHIIe UCTH Kao U €JIEMEHTH
Matpunie A,. 3amaBamem BepoBatHoha P1,=0.91, p13=0.92, p14=0.95, p;5=0.93,
p23=0.89, p24=0.87, p25:0.88, p34:0.90, p35:0.95, p45:0.94 U NOPHUMECHOM
MPOIEAype OMKUCaHe Y TIPETXOAHOM OJICJbKY, JOOHjeHa je MaTpuIla opehema

138
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A =
[1.nuun,f.nnnu] [2.0000, 4.0000] [1.0000, 2.0000] [2.0000, 3.0000] [1.0000, 2.0000]
[0.2217, 0.4434] [1.0000, 1.0000] [0.5000,1.0000] [1.0000,1.0000] [0.3333, 0.5000]
[0.4437,0.8873] [0.8859,1.7718] [1.0000,1.0000] [1.0000, 2.0000] [1.0000,2.0000]
[0.3199, 0.4799] [1.0000, 1.0000] [0.4432, 0.8864] [1.0000,1.0000] [0.5000, 1.0000]
[0.4438,0.8877] [1.9172,2.8758] [0.4441, 0.8883] [0.8880,1.7760] [1.0000,1.0000 ]

—

PenatuBne Texxune onpelene cy Ha ocHOBY y3opka ox =500 marpwuia
obmnuka (1) koje cy

noOujeHe U3 nHTepBaiHe Marpuue A, Ha cienehn naunH. Ha cBakom ont
MHTEpBaNa |a;;,aq; }-], i #j omaOpaHa je jemHa Tayka Ha ciy4ajaH Ha4WH Y
ckiany ca oxrosapajyhom KommjeBom pacmopenom. Kopumhemem MATLAB
nporenype eig(A), 3a cBaky Tako (opmupaHy Martpuiyy oxpehen je ITepoHoB
BEKTOp peJaTUBHUX TEXMHA U Ha Taj HauMH J00ujeH ckyn [lepoHOBUX BeKTOpa
xj001MKa

WNmajyhu y Buny HaunH Gopmupama y30pka, oBaka cKym [lepoHoBmx
BEKTOpa MOXXEMO CMaTpaTH penpe3eHTaTuBHUM. 3a cBako i=1,..,5
KOMIIOHEHTA X ;; BEKTOpA Xj, j = 1,..., 500 anpoxcumupa penaTuBHy TEXHMHY W;

BEKTOpA PENIaTMBHUX TeKMHA W = [wy w; wy wy wz]. Oryna ce y3uma

1
W= ,E'E“{x k
Ha Taj HauMH ce KOMIIOHEHTa W;100Wja Kao apUTMETHYKa CpeIvHA
oarosapajyhux kommnoneHT [IepoHOBUX BEKTOpa y Y30pKYy.
V Ttabenu 1 nare Cy KOMIOHEHTE BEKTOpA PENIATMBHMX TEKHMHA Wy, W
Wy peoM 3a matpune A, u A.. BeKTop Wy, je HHTEPBAIHOT THIa, a JOOHjeH
J€ IPUMEHOM METOJIE MHTEPBAJIHOT concTBeHOr BekTopa (Li, 2009). Bekrop wy,

JI00HWjeH je MPUMEHOM MPETXOIHO OIUCAHE MPOLEaype.

Wy, Wy,
[0.2730,0.3538] 0.3370
[0.1120,0.1275] 0.1213
[0.1815,0.2523] 0.2090
[
[

0.1254,0.1458] 0.1399
0.1868,0.2356] 0.1927

Tabena 1: Bexropu penaTuBHUX TexXHHA MaTpulia A, u A
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Jobujenn pe3ynTatd ykaszyjy Ha carjlaCHOCT KOMIIOHEHTH BEKTOpa
Wy4.Ca OJroBapajyhMM KOMIIOHEHTaMa BEKTOpa Wy, Y HOMIELY pelema
OCHOBHOI' 3aJaTKa KOjU CTOjU MpeA JOHOCHOLEM OJUIyKa — PpaHTHPAmbe
KpUTEpHjyMa WIN alNTepHATHBA y CKJaxy ca JOOUjeHUM BEKTOPOM PelIaTUBHHUX
TexkuHa. Tpeba mcrahm na MeToma MHTEPBAIHOT COINCTBEHOI BEKTOPA, Kao H
Behuna AXIl merona WHTEpBAJHOT THIA, KOPUCTH TEXHHKE JIMHEAPHOT
nporpamupama. MeTosa pe3eHToBaHa y OBOM pajly 3aCHHBA CE€ Ha CIIy4ajHOM
Y30pKy UHja peaiu3aliyja 3aXTeBa KOpHUIINemhe CUMyIaTopa ABOJUMEH3NOHATHE
Kommjese pacnogene. Y Ty cBpXy ayTopu cy passmiu jexnoctaBay MATLAB
aIIMKaIMjy KOjy Mo MOTpeOH MOTY CTaBUTH Ha pacIiojiarame.
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MATEMATICKE I DIGITALNE KOMPETENCIJE ZA
RACUNARSKU VIZIJU | MULTIAGENTNU KOMUNIKACIJU

1. Uvod u matematicke i digitalne kompetencije

Kompetentnost je rezultanta svih vidova znanja, vestina, iskustava,
orijentacija, stavova i kontakata na pojedina¢nom, timskom, organizacionom ili
globalnom nivou posla. Kljuéne kompetencije neophodne za uspe$no i
proaktivno delovanje u drustvenim tokovima, definisane kao opste (genericke)
ili transverzalne, odnose se na bolje upravljanje vlastitim zivotom i celozivotnim
ucenjem, razvojem resursa za zZivot i ucenje, pristupom i moguénoscu uticaja na
drustvene tokove, meduljudske odnose, interakcije i komunikaciju, motivaciju,
situacione dogadaje i prostorno vremensku dinamiku u odgovaraju¢im
kontekstima. Pored opstih u tradicionalne standardizovne dimenzije
kompetentnosti  spadaju, specificne, specijalizovane, metodoloske, licne i
drustvene a taj skup se proSiruje sa dve aktuelne dimenzije-matematicka i
digitalna kompetentnost.

Matemati¢ka kompetentnost na pojedinaénom ili indidvidualnom nivou
podrazumeva sposobnost razvoja i primene logickog misljenja, rezonovanja,
argumentovanja i zakljucivanja radi resavanju niza problema u svakodnevnim
situacijama i matematickom modelovanju realnih problema i njihovih resenja.
Matematicke kompetencije podrazumevaju: -matematicko znanje opstih,
specificnih i specijalizovanih  koncepata, (numeri¢kih, geometrijskih,
algebarskih, analiti¢kih, probabilistickih, statistickih,) o0sobina (konstante,
parametri, varijable,..), tvrdenja (aksiome, leme, teoreme, zakoni, teorije) i
metodologije sa velikim akcionim radijusom u njegovoj efikasnoj primeni,
inteligentnoj upotrebi i mudrom korisc¢enju; -Sirok opseg vestina za matematicko
modelovanje i konceptualno povezivanje, -singularne detaljne vestine za
primenu tehnologije, prikazivanje i komunikaciju u multidisciplinarnim i
multikulturalnim timovima, u realnim i virtuelnim kontekstima; -sposobnosti za
sistemski pristup ili sagledavanje moguc¢nosti i ograniCenja u krreativnom
pristupu matematickim problemima sa svih aspekata.

Digitalne kompetencije se zasnivaju na inteligentnom nivou
matemati¢kog znanja, primenjenom nivou razumevanja sistemskih pojmova,
nivou steCenog znanja informaciono-komunikacionih teorija, raCunarskih
paradigmi i tehnologija te reSavanju problema nivoa naprednog programiranja.
Ukljuéuju i delotvornu upotrebu sistemskih i programskih resursa u resavanju
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problema primenom algoritamskog programiranja i upotrebom aplikativnih
programa u reSavanju prakti¢nih zadataka. Posebne singularne vestine se
odnose na komunikacije i interaktivno mrezno pretrazivanje i informaciono
istrazivanje, alatke za kodifikaciju znanja pomoc¢u kojih je znanje opisano,
mapirano, ugradeno u pravila i recepte a primeri su mape znanja, tabele
odlucivanja, stabla odlu¢ivanja, frejmovi, agenti znanja, produkciona pravila..

Matematicke 1 digitalne kompetencije su komplementarne u
kontinuumum ljudskog znanja. U ovom radu su kao posebno interesantne
singularne matematicke i digitalne kompetencije vezane za polje racunarske
vizije i koncept Kansei informacija. Re¢ je o relativno novom istrazivackom
polju orijentisanom na informacionu obradu i razumevanje ljudske inteligencije
u obradi subjektivne informacije ili dvosmislene osecajnosti i nac¢inima na koje
se te informacije mogu procesirati od strane ra¢unara.

DIMENZIJE MATEMATICKIH KOMPETENCIJA DIMENZIJE DIGITALNIH KOMPETENCIJA
OPSTE OPSTE
MATEMATICKE DIGITALNE

KOMPETENCIJE KOMPETENCNE

Razumevanje sistemskih
pojmova informaciono-
komunikacionih teorija,
paradigmi i tehnologija

RESAVANJE PROBLEMA
| MATEMATICKO MODELOVANJE

Delotvorna upotreba

SPECIFICNE sistemskih i
DIGITALNE  Phogramskih resursa

KOMPETENCIE

PRIMENA
TEHNOLOGIE

SPECIFICNE
MATEMATICKE
KOMPETENCIJE
(VEZANE UZ
SADRZAJE-koncepte |
procese-

Algoritamsko
reSavanje
problema
primenom

programiranja

LOGICKO MISLJENJE,
ARGUMENTOVANJE
1 ZAKLJUCIVANJE

PRETARAZIVANJE
| KOMUNIKACIIA

PRIKAZIVANJE
| KOMUNIKACIJA

Upotreba aplikativnih programa u
reSavanju problema - praktiénih zadataka

POVEZIVANJE

Slika 1. Uporedni pogled na matematicke i digitalne kompetencije
2. Racunarska vizija i kensei informacija

Danas je racunar implementiran tamo gde se do pre nekoliko decenija
nije mogla ni zamisliti njegova primena. Jedan pravac razvojnih primena
pripada racunarskoj viziji koja ima potencijal za prenoSenje mnostva informacija
iz razli¢itih modaliteta opazanja za razvijanje perceptivnih korisnickih interfejsa.
Pristup za interaktivne korisnicke interfejse vodene ovom vizijom okrecu se
tehnologijama za pracenje pokreta glave, lica i prepoznavanje izraza lica,
pracenje pokreta nosa i prepoznavanje gestova. U tu svrhu je razvijen koncept
Kansei informacija koji je usko povezan sa konceptom li¢nosti i osecajnosti, jer
sama re¢ Kansei (poti¢e iz japanskog jezika) oznaGava osetljivost sa instancama
,osecati, prisetiti se, zeleti i misliti o lepoti u stvarima®“. Ta osetljivost i
osecajnost lepote u stvarima, izrazena uglavnom atributima za emotivnna stanja
(na primer: lepo, romanti¢no, fantasticno, udobno) povezuje se sa vizuelnim
informacijama ¢iji su atributi boja, oblik, forma (konceptualna, prirodna,
geometrijska), tekstura i Sema.
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Boja je atribut koji se koristi za mnoge matemati¢ke objekte (brojevi,
funkcije, oblici i prostor, merenje, podaci), u prikazivanju (recima, slikama,
maketama, crtezima, dijagramima, grafovima, tabelama, brojevima, simbolima)
I izgradivanju novog matemati¢kog znanja modelovanjem situacija, sistema i
procesa, resavanjem problema ukljucujuéi prepoznavanje i razumevanje
merljivih obelezja objekata, te upotrebu i interpretacijui mernih jedinica, mernih
sistema i procesa merenja sa konzistentnim i pouzdanim koriStenjem mernih
uredaja, tehnika, alata i formula za opisivanje merenja. Istovremeno boja igra
bitnu ulogu u nacinima digitalnog prikazivanja podataka, razumevanju
jednostavnih algoritama i nacela programiranja, dizajniranju arhitekture i
principa funkcioniranja racunara, u¢enju interakcija sa racunarom i kreiranju i
implementaciji aplikativnih programa. (Interakcija je poruka koja se razmenjuje
izmedu objekata da bi se omogucilo neko ponaSanje)

Oblik je koncept oznacen sa izgledom u dvodimenzionalnoj ravni i
napravljen je linijama koje pokazuju ili ,siluetu® ili ,,okvir. “. Oblik ima
dimenzije duzine i Sirine ali ne i dimenziju dubine.

Forma je konac¢ni, kompozitni oblik (ujedinjena celina) posmatranog
objekta koji ukljucuje izgled i drzanje, (telo i figura). Drugim re¢ima, forma
znaci oblik sa obimom trodimezionalne mase, ili okvir stvari koja se moze
vizuelno uhvatiti. Zato se moze se re¢i da je forma ,,organizacija vizuelne
informacije sa konceptualnim (tacke, linije, ravni, obim, veli¢ina) prirodnim
(nemaju definisan standard za oblik, veli¢inu, boju, poziciju) i geometrijskim
(vestacka apstraktna predstava koja formu prevodi u jedostavnost ) sastavnim
elementima“.Prema Rudolf Arhaizmu, geometrijska forma je prirodna metafora
ili prefinjena forma kreirana ideolos§kim mislima ljudi koja se moze promeniti u
krug, trougao, kvadrat itd., od kojih svaki moze da se izraCuna matematicki i
metri¢ki sa lenjirom i kompasom. Dakle, vizuelna informacija ima tri forme-
konceptualnu, prirodnu i geometrijsku pri ¢emu je geometrijska forma prirodna
metafora ili ,,prefinjena forma kreirana ideolo$kim mislima ljudi®.

Forma je vazan koncept dizajna vizuelnih i multimedijalnih
informacionih struktura koji pored konceptualnih (tacka, linija, ravan, obim) i
vizuelnih (oblik, veli¢ina, boja, tekstura) elemenata sadrzi relacione (pozicija,
smer, prostorni proksimitet, gravitacija) elemente i konstrukcione (vertekst,
ivica, lice,..) elemente.

Za mapiranje vizuelne informacije sa osetljivoscu i oseé¢ajnoséu koristi
se Kansei-re¢nik ¢iji je jedan deo za vizuelne oblike predstavljen u tabeli na slici
2.
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Slika - 1

oblika KANSEI- Recnik

O bogat, pun, slab, perfektan, relaksirajudi. siguramn,
zadovoljan, topao

A Neprijatan, hladan, iskrivljen. vrtoglav, iritirajudi. stran,
neprijatan

Jan) nejasan, zbunjen, nervozan, stran, jedinstven, nestabilan,
neodreden, zabrinut

D Obilan. balansiran. udoban, fleksibilan, slobodouman.
mekan, nezan

Slika 2. Deo Kansei — recnika prema obliku [6]

Takode, razvijeni su i drugi delovi Kansei-re¢nika za boje, forme,
teksture i Seme. Skala Kansei-re¢nika analizira odnose izmedju svih re¢i Kansei
reCnika i odnosa izmedu svakog oblika i njegovog odgovaraju¢eg Kansei
recnika.

3. Agentna komunikacija

Prema kanonskoj definiciji ,,Agent je svaki entitet u svetu Kkoji
komunicira u odredeno kontekstu* i karakteriSu ga slede¢i koncepti: akcija,
okruZenje, percepcija, senzori i efektori. Dve osnovne klase agenata ¢ine ljudski
i softverski.

Osnovne osobine softverskih agenata su:

1. Proaktivnost - pored reagovanja na promene u okruzenju, oni
nastavljaju sa individualnim procesima i preduzimaju inicijativu u predo¢enim
aktivnostima koje nisu direktno izazvane promenama u okruZenju

2. Reaktivnost - na promene u njihovom okruzenju, npr. on reaguje na
informacije primljene od korisnika ili fizickih senzora u odredenom vremenu

3. Drustvena sposobnost - sposobnost komunikacije sa drugim agentima
(ili ljudima) je fundamentalna u softverskom agentu

4. Autonomnost - u sprovodenju akcija iz njihovog unutras$njeg stanja i
funkcionisanje bez intervencija ljudi i uz kontrolu nad sopstvenim ancijama

U zavisnosti od vrste zadatka ili uloge koju izvrSava u MAS postoji vise
tipova softverskih agenata:

- Konverzacijski softverski agent je interaktivni program koji putem
veoma pristupa¢nog interfejsa izvodi specificne zadatke pod
vodstvom korisnika.

- Inteligentni softverski agent je program Kkoji stremi ciljevima pri tome
koriste¢i inteligenciju ili heuristi¢ku tehniku.

- Mobilni softverski agent je autonoman program koji se kre¢e izmedu
host rac¢unara u toku postizanja cilja.
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- Robot je inteligentni i fleksibilan program koji ima sposobnost
dinami¢ke podele samoga sebe gde pod-agenti izvrSavaju pod-
zadatke.

- Hibridni robot-agent je robot koji moze da komunicira sa jednim ili
viSe softverskih agenta ili softverski agent koji moze da komunicira sa
jednim ili vise robota.

Agentu su neophodne i informacije i sadrzaj poruke kako bi korektno

pristupio poruci, ri ¢emu moze da deluje kao:

- singl-agent (Jedan agent izvrSava sve zadatke na putu do cilja)

- deo armade (Veliki broj agenata koji zajednicki reSavaju zadatke)

- deo ansambla (Relativno mali tim agenata gde je svaki agent
specijalizovan za ta¢no odredeni zadatak)

Multiagentna komunikacija je direktna i posredna u zavisnosti od tipa

arhitekture koja moze biti dogovorna i reaktivna.

Senzori Efektori

Memorija
CpaZanje lzvigenje Opazanje Refleks | lzvréenje
[ |
| Odluka |

A) Dogovorna arhitektura agenata B) Reaktivna arhitektura agenata

Efektori

Senzori

Slika 3. Uporedni pregled dogovorne i reaktivne arhitekture agenata

Dogovorni  agenti primenjuju mehanizme logi¢kog rasudivanja
zasnovane na manipulaciji simbolima i mehanizmima zakljuc¢ivanja da bi se
donele eksplicitne odluke o neophodnim akcijama za postizanje zeljenih ciljeva.
Upotreba ovog modela za opisivanje dogovornih agenata i nacina na koji oni
planiraju svoje akcije je dosta rasprostranjena.

Reaktivni agent implementira prosta refleksna pravila koja deluju na
oshovu podataka koje prima agent na senzorima. On nema memoriju zasnovanu
na proslim iskustvima ili situacijama i izvrsenje akcija je isklju¢ivo zasnovano
na tekucoj situaciji okruzenja agenta. lako sam agent ima samo ogranicen skup
pravila koja upravljaju njegovim ponasanjem, on moze komunicirati u razli¢itim
situacionim kontekstima.

U primeni tehnologije agenata za probleme iz domena stvarnog sveta
cesto se koriste resenja obe arhitekture sto se postize slojevitom hibridnom
arhitekturom u kojoj

- odluke zasnovane na trajnim strategijama donosi dogovorna struktura a

- reakcije na poruke izvodi reaktivna arhitektura
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Softverski |, | Softverski
agent N o agent
A A A
3 +
1
1
AMS DF 1
1
1

Platforma agenta

“—>Interakcija sa platformom agenta; = Logicka komunikacija

SA; ¢?Fizicki protok poruka; AMS - (Agent Management Service)
MenadZzment servisa agenta; DF - (Directory Facilitator) Upravljacka podrska;
MTS-(Message Transport Service) Servis prenosa poruka

Slika 4. Hibridna arhitektura softverskih agenata
Tehnologija agenata ima svoje korene u studiji o distribuiranoj vestackoj

inteligenciji, a njena prava aplikacija je u mobilnim kompjuterima, elektronskoj
posti i mreznom pretrazivanju podataka.

Glavne agentske interakcije Rrickalitericlehzaticy

prodavac e
|_L¥ ZAHTEV '
[ | POZIVZA PREDLOG: Dobro A _ ! :
' il FelleressvE) i QDBIJANJE (odb\ieno)J
[ I opBlua ] D

i S
|__PREDLAZE CENU (100) T
(zainteresovan)

] x>
PRIHVATANJE Y
(prihvaéeno i neophodno

' obavestenje)

(neprihvatljivo) i . NEUSPEH neuspelo

l‘ .I i
m Gep» CPEWAPREDLOG LT“J OBAVEST POSLATA: obavestenje >
| J {rezultat nesaopsten) -

e x ;
: PRIHVATA PREDLOG (100} . o) dogovoreno)
1 (prihvatljivo) [ QWB_T |

(rezultat saop3ten) '
]

a) | | b)

Slika 5. a) Primer glavne interakcije b) Primer protokola za interakciju
agenata “zahtev”

4. MAS-multiagentni sistem

Grupa agenata koji medusobno interaguju razmenjujuci poruke koje su
definisane u specificnom Jeziku Agentne Komunikacije (ACL) ¢ine Multi-
Agentni Sistemi (MAS)
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Koncept MAS je zasnovan na:
- ReSavanju problema koje agenti izvode zajednicki;
- Primeni znanja za dono$enje odluka koje je distribuirano Kkroz tim

agenata;

- Upravljaju operacijama sistema gde korisnici komuniciraju govorom

(prirodnim jezikom)

rukama);

i kinesteitickim kodovima (gestikulacijama

- lzrazavanju korisnickih informacionih zahteva sa vokabularom iz
domenu zadatka; pri ¢emu informacioni dijalozi nisu vodeni ni od
strane sistema, ni od strane korisnika, a korisnicki informacioni
zahtevi mogu biti ili eksplicitni ili implicitni.

Dva osnovna komunikaciona koncepta MAS su: zatvoreni MAS (gusto
integrisano aplikacijsko okruzenje kod kojeg je deo aplikacije paralelan sa mini-
programima koji teze pod-ciljevima) i otvoreni MAS (neodredeno, integrisano
aplikacijsko okruzenje gde nezavisno izradeni programi mogu sudelovati u

interakcijama).

U dizajniranju MAS metodologija moze biti odredena kao analiza
principa, metoda, na¢ela i postulata upotrebljenih u domenu neke discipline koja
ima dve bitne karakterisike: opisuje promenu stanja elemenata izabranog
pristupa i fokusira se na funkciju proizvoda i njihovu dokumentaciju. Radi toga
metodologija dizajniranja MAS moZe biti objektno-orijentisana ili agentno-
orijentisana sa osnovnim metodoloskim komponentama i njihovim sadrZajima

datim u tabeli na slici 6.

KOMPONENTA
METODOLOGIJE

SADRZAJ

1 | Dizajn nivoa domena

- identifikacija tipa agenta
- identifikacija moguce interakcije
- definisanje protokola koordinacije

2 | Dizajn nivoa agenata

- mapiranje akcija identifikovanih pri agentnoj
komunikaciji

- definisanje strukture podataka pri konverzaciji
- definisanje dodatnih struktura podataka

3 | Dizajn komponenti

- definisanje specifi¢nih komponenti

4 | Dizajn sistema

- selekcija tipova agenata koji su potrebni
- determinisanje broja zahteva

Slika 6. Komponente metododlogije dizajniranja MAS

Jezik za modeliranje agenata — AgML sadrzi: dijagram interakcije
agenata; dijagram hijerarhije komunikacije; dijagram klase komunikacije i
layout dijagram (razmestaja) agenata.

147




Milorad K. Banjanin

vSaku:vuem podaci

Kolekcionar Konverzacija

T

Sakupijafje podataka
(eng. CalectData)

Kontrolor

Element kontrole zadaka | Primalac Sianje zadaiaka e R
eng. SenfTasking) Strje potatla ?jg tJ:E;Jae
Kolekcionar Posiljalac e oA
el
3 \ﬁ%
Procesor Primalac | Posiliatac
Obacapodataka | snsmmaw » Konarser | Sanj zacataka Slanje izvomog | Slanje stanja Starje podataka
== Primalac ] podatka podataka
A)Primer dijagrama interakcije agenta B) Dijagram hijerarhije agenata

Slika 7. Dijagram interakcije agenata (A) i dijagram hijerarhije
agenata(B)

Dijagram interakcije agenta se koristi za opisivanje kategorije agenata u
posebnim domenima. Dosta su sli¢ni i koriste se na sli¢an na¢in kao i mnogi
dijagrami objekata. DefiniSe postojanje kategorije agenata i njihov odnos u
logickom videnju sistema.

Dijagram hijerarhije agenata definiSe odnose izmedu razlicitih
konverzacija unutar sistema i prikazuje odnose izmedu komunikatora.

Dijagram klase komunikacije predstavlja stanje uredaja pri konverzaciji
dva ili viSe agenata u sistemu.

Slanje infofmacija

Neuspesno slanje poslate infromacije

.“/\\

Poslata informacija
ogatak (neuspesno slanje) . Cekanje

- J

\

Potvida

e

Slanje informacija Potvrda

" Potwda informacie

Tacan podajak (Potvrda)

Konverzacija Slanja podataka - Uloga primaoca i Uloga posiljaoca

Slika 8. Dijagram klase komunikacije primaoca i poSiljaoca
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Dijagram razmestaja (layout)-agenata u MAS se Koristi za definisanje
tatnog broja, lokacija i tipa agenata u sistemu. DefiniSe taan broj, lokacije i tip
agenta u realnom sistemu. U njegovoj strukturi kao efektivno projektovanoj
razlikujemo slede¢e tipove: Agente sakupljanja podataka; Agente kontrole
podataka: Agente kontrolore i Agente procesiranja podataka. Pored toga mogu
postojati Agent diskursa, Agent koordinacije, Agent supervizije, Eksterni agent
za realni system.

Na slici 10. dat je objektni model realnog sistema koji se zove lanac
mreze snabdevanja Ciju strukturu ¢ine Konzument, kao inicijalni objekat i Cetiri
mrezna objekta (preduzecel, 2, 3, i 4) koji komuniciraju preko MAS

Preduzece & Preduzece 7

Prediuzece I

Konzwrmeni

K Of}?fc‘

Objavijena

norudshing > Inferckeijo agenata

ey i
:;eﬂ SOfTversk/agenr l‘\/"‘ Preduzede

Slika 9. Model realnog sistema za interorganizacionu komunikacija
agenata

[

= —— e
~ perr guskursa

= -
==

Preduzede 1

A ey A

- e
AT FeT I T I L LI e v;'zg’e
=

= =
L e

ER s Feruw?r Feger7?

| = L

ER S F st ?r FeFer7?

-

ER P Shs Fezr Ty

(PP SAPS F)

S T TT LigArreT v
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Slika 10. Model MAS za intraorganizacionu agentnu komunikaciju u
realnom sistemu

Na slici 10. predstavljen je model MAS za prethodno opisani realni
sistem u kome su karakteristi¢ni tipovi agenata: Agent diskursa koji obezbeduje
interfejs ka eksternim partnerima u mrezi snabdevanja, sa  funkcijama
upravljanja komunikacijom i sigurnoséu; Agent koordinacije. koji ostvaruje
saradnju dva sistema koordinacijom inicijalizacije i monitoringa procesa sa
distribuiranjem njihovih rezultata, a njegove funkcije su upravljanje
pouzdanoscéu, upozorenjima 1 profilima; Agent supervizije je odgovoran za
kreiranje proizvodnje informacija iz sakupljanjenih i prezentovanih podataka, tj.
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njegove funkcije su sakupljanje informacija i analiza podataka; Eksterni agent -
pokriva heterogene izvore podataka iz realnog sistema i dozvoljava standardni
pristup ovim izvorima pomocu funkcija regeneracije podataka i transformacije
podataka.

5. Multimodalni interfejsi u multiagentnoj komunikaciji

U svom osnovnom znacenju interfejs predstavlja vezu izmedu sistema
koji komuniciraju. Prema softverskoj terminologiji interfejs se moze definisati
na razne nacine. Napr.:Interfejs je kolekcija operacija koje opisuju "servis" koje
pruza klasa ili komponenta nekog sistema. Interfejs  predstavlja liniju
razgrani¢enja izmedu specifikacije i implementacije neke apstrakcije. Interfejs se
koristi da prikaze i dokumentuje granice izmedu podsistema nekog sistema

Deklarisanjem interfejsa definise se zeljeno ponasanje neke apstrakcije,
nezavisno od nacina njene implementacije. U interakciji ¢ovek-racunar koriste
se razliCite vrste interfejsa koji korisniku omogucavaju razlicite vrste interakcija
sa objektima iz realnog i virtuelnog sveta:

- 2D sinopticki interfejsi - korisnik moze da aktivira udaljene uredjaje

birajuci odredjenu ikonu

- 3D virtuelni svetski sistemi - simuliraju navigaciju i interakciju sa

stvarnim svetom.

— GUI klasicni graficki interfejs - zasnovan na prozorima

U uZem smislu, Covek-kompjuter interfejs se odnosi na graficku,
tekstualnu ili audio komunikaciju ¢ovek- kompjuter koji su primeri klasi¢nih
interfejsa. Medutim postoji i niz specijalnih interfejsa koji omogucavaju i druge
oblike komunikacije Covek racunar (taktilni interfejsi, audio interfejsi, Touch
Screen Interfejsi, Hapticki interfejsi ).

Prepoznavanje radnje koju obavlja ljudska figura u jednom frejmu
predstavlja problem u emitovanju video shimka, zbog niske rezolucije figure u
frejmovima. Za predstavljanje pokreta koristi se grupa histograma koja je
zasnovana na optickom protoku. Dok se za prepoznavanje akcije (radnje) koristi
masina podrske vektora. Eksperimentalni rezultati su pokazali da ova metoda
obecava jer integriSe okvir multi-modalne analize u video snimke sporta (u
naSem slucaju tenisa).

Izraz lica je jedno od najmoc¢nijih, prirodnih i trenutnih sredstava kojima
ljudska bica izrazavaju svoje emocije i namere. Tehnologija prepoznavanja lica
moze se koristiti u mnogo aplikacija kao Sto su autentifikacija identiteta,
kontrola pristupa i sistemi nadzora. Sistem prepoznavanja lica treba da bude u
mogucnosti da resava razli¢ite promene slika lica. Poslednjih godina, trud
istrazivaca koji tragaju da obezbede prirodnija sredstva okrenuta Coveku za
interakciju sa kompjuterima dobijaju sve veée interesovanje. Narocito vazan
smer je ka perceptivnim korisni¢kim interfejsima, gde kompjuter dobija
perceptivne sposobnosti koji dozvoljavaju prikupljanje implicitnih i eksplicitnih
informacija o korisniku i okruzenju. Interfejs zasnovan na kontrolisanju
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kompjuterskog misa putem 2D i 3D gestova lica od velike je pomo¢i ljudima sa
invaliditetom (naroCito za tetraplegiCare). Tako sistem nazvan LiceMis koji
koristi ,,derivativhu paradigmu®, omogucava da uzajamno sa kompjuterom
deluju radi svog svakodnevnog Zivota putem pokazivac¢a misa.

U dostignuéima i implematacijama savremenog razvoju racunarstva,
povecava se potreba za alatima ,,informacionog povracaja® ljudskih osecaja i
ukusa. Kao §to je receno, Kansei informacija predstavlja polje koje cilja na
obradu i razumevanje kako Iljudska inteligencija obraduje subjektivne
informacije ili dvosmislenu osecajnost i kako te informacije mogu da se izvrSe
racunari.

Model za prepoznavanje radnje u emitovanju video snimka tenisa
koriscenjem optickog protoka i SVM

Kao tehniku povracaja Koristi se gradijentni vektor toka GVF (Gradient
Vector machine) -zmiju za detekciju objekata. Ova metoda pocinje kalkulacijom
polja sila, nazvanom GVF sile, nad domenom slika. GVF sile koriste se za
vodjenje zmije, modelvane kao fizicki objekat koji ima otpor na razvlacenje i
savijanje, prema granicama objekta. GVF sile se izraCunavaju primenom opste
difuzijske jednacine na obe komponente gradacije mape ivica slike. Poligonalna
prezentacija nije pogodna forma za izracunavanje slicnosti izmedju dva oblika,
potrebna je alternativna prezentacija kao $to je TSR- tangentna preznetacija
prostora. Sli¢nost izmedju oblika meri se koris¢enjem indeksiranih vrednosti.
Stvaranje KANSEI- recnika skale prema obliku
100 75 50 25 0
I | | | I
I I I I I

Slika 11. Primer Kansei-re¢nika skale [6]

Kansei re¢nik skale prema obliku napravljen je sa Kansei skalom
podataka izmerenom na 250 subjekata putem analize faktora. Svrha analize
faktora je uracunati promenljive sa uobicajenim osnovnim dimenzijama koje se
sastoje od elemenata promenljivih analiziraju¢i korelacije viSestrukih
promenljivih. U ovom istrazivanju, metoda je koriS¢ena jer minimizira gubitak
informacija mnogo rei, ograni¢ava se na minorne faktore, i daje rezultat u
osnovnim faktorima Kansei re¢nika analizirajuéi odnose izmedu svih reci
Kansei re¢nika i odnosa izmedu svakog oblika i njegovog odgovarajuc¢eg Kansei
reCnika. Rezultati istrazivanja su pokazali da su osobine svakog oblika usko
povezane sa osecajnoscéu ljudi.

Pokreti i radnje koje igrac¢i izvode u teniskom mecu moze da otkrije
proces igre i taktiku igraca, $to je od znacaja za sportske profesionalce i analizu
igre. Prema stopi pojavljivanja terena u jednom frejmu, video snimak se moze
podeliti na pogled iz bliza i pogled iz daljine. Kod pogleda iz daljine veoma je
tesko odrediti odvojene pokrete razli¢itih delova tela.
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U eksperimentu se ispitivao pojam udoban u Kansei re¢niku za zadatak
povracaja objekta
Povracaj objekta koji je ,,Udoban*, vrsi se po formuli [8] :

Min[ax Sy (F,1)]=Min| D, xSise (F, 1) |

gde je

- Stsg — sli¢nost koja koristi TSR izmedu F i I

- Dy —razdaljina izmedu F 1 V

- F —slika geometrijskog oblika

-V —slika objekta

- TSR (Tangent Space Representation)-Tangentna prezentacija
prostora za mjeru slicnosti oblika: Alternativna prezentacija,
Digitalna kriva linija C je predstavljena u tangentnom prostoru
grafikom funkcije koraka

- GVF (Gradient Vector Flow) — Gradijent vektora protoka

Selektovana slika

Ispitivanje (EEANSEI recnik)

Intelﬁfejs Feedback i istraZivanju
Dokazni podaci

reinik skale oblika

ispitivanje

Objekat otkrivanja

FAETCELL AN Waa ey =
Geometrijski oblil (Slinostizmedn oblika)

Slika
TSR GVF Zmija  pestavijenog zadatka

4 © I

Slika 12. Arhitektura eksperimenta sistema povracaja objekata [8]

U analizi pokreta igraca iz daleka koristi se metoda koja zapocinje
pracenjem i stabilizovanjem figure igra¢a u svakom frejmu. Ona Kkoristi
sofisticiranu strategiju pracenja SVR filter Cestica, Sto predstavlja poboljSani
filter Cestica. ,,Gaussian“ metoda se Koristi za ispravljanje polu-talasa, pa se
zatim polje optickog toka deli na komade na osnovu odnosa pokretackih delova
tela i oblasti figure. S-OFH ili novi opisivaci pokreta, predlozeni su za
kompaktno predstavljanje prostorne Seme bucnog optickog protoka.

Tok pristupa prepoznavanja obuhvata: pracenje igrafa i stabilizacija
figure; izraCunavanje optickog protoka, ispravljanje, izgladivanje i
predstavljanje pokreta.
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Zmija za detekciju kontura oblika pocinje kalkulacijom polja sila, GVF
sile, nad domenom slika. Izratunavaju se primenom opste jednacine za difuziju
na obe komponente gradacije mape ivica slike, a u produzenom ,,0obimu
snimanja‘“ moze da nade objekte koji su dosta daleko od prvobitne pozicije zmije

Leviprozor Desni prozor

553555
vaaD e

@ >

Rezultar originalne slike Rezultar detekcije kontura
slika geometrijskog oblika

Slika 13. je formirana kao vizuelna informacija po boji, obliku, teksturi i
Semi. Stopa zadovoljstva korisnika zavisi od drugih faktora. [2]

Dijagram protoka

Za analizu pokreta i1 prepoznavanje pokreta igraca izdaleka u
emitovanim video snimcima Kkoristi se metoda izra¢unavanja koordinata

centroida oblasti figure ¢iji je dijagram protoka dat na slici 14. i sastoji se iz
algoritma -pracenja pokreta igraca i stabilizacije figure i metode izraCunavanja
optickog protoka, ispravljanja, izgladivanja i predstavljanja pokreta.

mitovanje Sekven_é:_i_ -
. video snimka

L

,/’ﬁx"‘*x

_Klasifikator—_
Baza podataka Nadgledano ucenje T radnji
m

- radnji =~

Slika 14. Algoritam prac¢enja pokreta i stabilizacije figure u dijagramu
optickog protoka [4]

Algoritam stabilizacije zapocinje stabilizacijom igraca i izra¢unavanjem
centralizovane ljudske figure, $to se postize pra¢enjem oblasti igraca koji se
analizira i konstruisanjem prozora u svakom frejmu centriranom na oblast
igraca. SVR (Sophisticated Tracking Strategy), sofisticirana strategija pracenja
Cestica, poboljsava ucinak klasi¢nog filtera Cestica sa malim skupom uzoraka i
dovoljno je pouzdan za ometanje u emitovanom snimku. Prozor za pracenje oko
oblasti igraca se uvecéava do odredene skale u jedinici piksela kako bi se
izraCunale koordinate centroida oblasti igraa, a one se izraCunavaju prema
formulama :
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Z:XERZyeRXfXy ZXGRZyeRy”y
ZXERZyeR (x.y) My = ZXERZyeR (x.y)

R je oblast zauzeta objektom u ravni slike, f(x, y) je sivi nivo na lokaciji.

Kada se video sekvenca jednom stabilizuje, pokret u video emitovanju
izazvan ponaSanjem kamere moZe se smatrati otklonjenim.

Izraunavanje opisivaa pokreta je izazov, naroCito kada se radi o
grubim i ometanim podacima kao $to su emitovani video snimci. Tako se polja
optickog toka tretiraju kao prostorna sema mera sa Sumom, koja se prikupljaju
koriS¢enjem opisivaca pokreta. Jednostavno sredstvo lokalizacije pokreta za
prepoznavanje je da se odvojeno fokusira paznja na razliite oblasti oko
ljudskog torzoa. Jedan od nacina da se ovo uradi je da se polje optickog toka
podeli na razli¢ite pod-oblasti, koje nazivamo komadi. Ometanje u pozadini
ljudske centri¢ne figure vrsi znacajan uticaj na izraCunavanje optickog protoka
unutar ljudske oblasti.

Frejmovi
__uzoraka

.-\daptivnoizdvajanjep‘” "

Gaussian
polutalasno — normalizov:
ispravijanj

izracunavanje
poljaoptickog |
toka

\\

: -Gl
Horn- Sunk Refc?pnapoua
algoritam L ) | optickog toka

Cetiri ne- negativna kanala
Slika 15. Model odvojenog fokusiranja komada sa adaptivnim
izdvajanjem pozadine [11]

Nakon detekcije piksela pozadine, rasterska tehnika oblasti se obavlja
kao post-obrada da poveze pozadinske piksele u oblasti, eliminiSe $um i ispravi
granice[8]. Da bi se eliminisalo ometanje u polju opti¢kog toka vrsi se
polutalasno normalizovanje i ,,Gaussian“ normalizovanje za dobijanje kona¢nog
kanala. Pokret ljudsko-centricne figure nastaje zbog relativnog pokretanja
razli¢itih delova tela koji se vide u razliitim oblastima figure. Celo polje
optickog toka se deli u tri komada. Visina komada jednaka je visini figure, a
Sirina se moze podesiti prema prostornoj strukturi objekta. Metode zasnovane na
histogramu se puno koriste za prostorno prepoznavanje. Motivisana centralnom
procenom gustine za distribuciju boje, izvodi se grupa histograma opti¢kog toka
zasnovanih na komadu (S-OFH, [8]) .
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Za svaku poziciju q unutar polja optickog toka OFF, uzevsi u obzir
oblast mreze R(Q) centriranu u g, verovatno¢a skupa U=1,...m u histogramu
OFF se tada izracunava kao [11]:

h=CY Z k(lp—dl)s[b(p)-u]

geOFF  peR q

Gde je
o0 -Kronekerova delta funkcija,

" h =1

C - konstanta normalizacije koja osigurava Zu:l v

k - konveksni i monotoni opadajuci centralni profil koji pripisuje manju
tezinu lokacijama koje su dalje od centra g.

Prema [9] SVM (Support Vector Machine) uspesno se primenjuje na
Sirok opseg prepoznavanja Sema i probleme klasifikacije. U poredenju sa
vestackim nervnim mrezama SVM je brzi, bolji za interpretaciju i odredjivanje,
sti¢e popularnost zbog svoje sposobnosti da tacno klasifikuje nevidene podatke
za razliku od metode najblizih susednih klasifikatora [8].

Umesto zakljucka

Prakti¢no primenjeni koncept kensei informacija doprineo je i razvoju
multimodalnih interfejsa u interakciji ljudskog i raunarskih koji:

- omogucavaju korisnicima da saraduju preko kombinacije modaliteta,
na primer, govor, gestovi, pisanje, ekrani osetljivi na dodir, ekrani-tastature,
pokazivaci i senzori koji reaguju na dodir;

- nude bolji potencijal za znacajnu fleksibilnost, u korisé¢enju od strane
mnogo vece i razlicitije populacije nego ikada ranije;

- obezbeduju podrsku za superiornije ispravljanje greske, u poredenju sa
unimodalnim interfejsima na bazi prepoznavanja, pod uslovima izbegavanja
greske i oporavka od greske, ali tradicionalni Covek-kompjuter interfejs ne
podrzava zajednicko donosSenje odluka.

Posebne mogucénosti interfejsa su u interaktivnom praéenju poj edih zivih
oka, pracenje pokreta glave, kontrola smera i ugla gledanja (piljenja), .. Za ova
pracenja koristi se paradigmu pokazivaca (,,ono $to pogledam to zelim*) za
razliku od derivativne paradigme (,,tamo gde pogledam, tamo Zelim da idem®).

U radu je reinterpretiran eksperimentalni pristup prepoznavnja pojedinih
radnji za analizu pokreta teniskih igrata u emitovanom video snimku realnog
teniskog meca ili dogadaja. Kansei re¢nik je osnova za ,,povracaj slika prema
nameri korisnika® i Koristi se za ocenjivanje zadovoljstva korisnika prema
obliku i formi figure. Ovaj princip omogucava dalji razvoj inteligentniog
povracaja digitalnih slika, znanja i informacija i osnovu za dizajniranje
ontologije osec¢ajnosti.
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3opuua CrannvupoBuh”

Mupocnas Mapuh

YHusepsuret y beorpany

MateMaTiaku paxyaTer OpuruHANHA HAY9IHU paj

XUBPUJHU T'EHETCKHU AJITOPUTAM 3A PEIITABAIGE
XAB JIOKAIIMJCKOT ITPOBJIEMA HEOI' PAHUYEHNX
KAITIALIUTETA CA JEAHOCTPYKUM AJIOKALIMJAMA

1. Veoo

Xab JoKalujcCKh MpOoOIeMHU Cy y TIOCIEAe NIBE NEICHHje TOKHUBEIH
NpaBy eKCIaH3Hjy, HajBUIIE 3aXBasbyjyhil CBOjOj IIMPOKO] MPUMEHH y TPAKCH.
Mpexe xaboBa (eHr. hub networks) cy 3acTymbeHe y MoJepHUM TPaHCIIOPTHUM
U TEICKOMYHHKAILMjCKUM CHCTEMHMa, padyHapCKHM M HHTEPHET Mpexkama.
Xaboeu (eHr. hubs) nmpeacTapibajy IEHTPE KOHCONIUIAIM]E U KOJICKIIH]jE TIPOTOKA
y Mpexu usMely aBe jokanuje. CBaku 4BOp je MPUAPYKEH jeaHoM min Behem
Opojy xaboBa, Tako Jja ce MPOTOK OJI jeHOT JI0 APYTOT YBOpa peannsyje (amm He
yBeK 00aBe3HO) TpeKo CKyma oxaropapajyhmx xaboBa, KOju MOXe OUTH H
JjeIHOUIIaH.

YMecTo IUpeKTHOr cHa0jeBama CBAaKOT KOPHCHHKA OJf HeMy
MpHUIPYKEHOT cHabaeBada, y xab Mpekama je J03BOJbEH TPAHCIIOPT CHAaOAeBad
— KOPHCHHK ITpeKo n3adpaHor ckymna xabosa. KopumihemeM xaboBa kao Tayaka
npeycMepaBama MpoToka U moBehaBameM TpaHcrmopta usmely xabosa,
KaIaluTeT Mpeke ce MOXKe MCKOPHCTHTH JocTa edukacHuje. C 003upom 1a je
IeHa TpaHcnopra u3Mel)y xaboBa 1O jeMHUIM KOJIMYMHE HWKA, YKYITHH
TPOIIKOBYU TPAHCIIOPTa Y MPEXKH € Ha OBaj HAUYMH CMambY]y.

Xab JOoKalujCcKy MPOOJIEMH C€ WHTEH3UBHO KOPHUCTE 3a JIM3ajHHUPAhEe
TPAHCIIOPTHUX MpeXa: MKEJIe3HWYKUX MU JIPYMCKUX CHCTEMa, ITOIITAaHCKHUX
Mpexa, cucTeMa Op3e HCIOpyKe, NpPEeBOXKEeHma MyTHHKA W pode y aBho-
caoOpahajy, anmu m y Oyayhem BacmoHckom caobOpahajy. [Ipotok wusmely
YBOpPOBA Y MPEXH ce 0OWYHO JeduHHIIE Kao OpOoj MyTHHKA WIH KOJHMYHWHA PoOe
KOjy Tpeba TpaHCIOpPTOBaTH O] CHaOJ/eBada (IIOYETHH YBOP) 1O KOPHUCHUKA
(kpajiu uBOp). XabOBH y OBHM CHUCTEMHUMa Cy, Ha MpHUMEp, TPAHCIOPTHU
TEepMHHAIIM, IIEHTPH CEJEKLHje, CaKylUbalba WM HNpeycMepaBama pode U
IYTHUKA U CII.

TenekoMyHUKAIMjCKH CHUCTEMH ce Takohe MOry KOH(PHUrypHcaTH Kao
Mpexe xaboBa. MHdopmanmje y padyHapcKuM, Tele(OHCKHM, CATEITUTCKUM H
JPYrMM KOMYHHKAIIMjCKMM CHCTeMHMa (Kao LITO je WHTEpHET, Ha IpHMED)
MPEHOCEe C€ MpeKo oArorapajyhinx jguHKOBa (TeNe(GOHCKUM WA ONTUYKHAM
Ka0JIOBHMa, CATEIUTCKUM KaHAIMMa), IITO je YeCTO BPIO CKyno. Y IUIbY
CMamMBama IIEHe POTOKa MoJjaTaka y OBUM Mpekama, Takohe ce Kopucrte xad

“ zoricast@matf.bg.ac.rs
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YBOPOBH (MPEKUIA4H, KOHLEHTpaTopu, noptoBu). [lpernmen xa® mokamujcKux
mpobiieMa 1 MeTo/a 3a ’UXOBO pelIaBamke Moke ce Hahu y pagosuma: KemOGen
2002: 373-407 u Anymyp 2008: 1-21).

[Mpeamer ucTpaxuBama MPUKA3aHOT y OBOM pajay je Xxal JIOKalujCcKu
Mpo0OJieM HeoTpaHMYEHUX KamaluTeTa ca jeJHOCTPYKUM ajoKalnjaMa TO3HIIH]je
xabosa (Uncapacitated Single Allocation Hub Location Problem — USAHLP).
[um oBor HII-temkor mpobiema KOMOMHATOpHE omTUMU3anudje je cienchu:
YCIIOCTaBUTH CKYI Xa00Ba M alOIMPaTH KOPUCHHUKE U cHabzeBaye eleMeHTUMA
CKyla YCIOCTaBJbCHUX Xa0OBa, TakO Jia CyMa TPAaHCIOPTHHX TPOIIKOBA Y
MpEeXd U (PUKCHHUX TPOIIKOBA JIoNHpama xaboBa Oyne MUHIMAITHA.

2. Mamemamuuxa ghopmynayuja

Heka je 1={1,...,n} ckyn koju campxu N pa3IHYUTHX YBOPOBA MPEXKE,
rIc CBakd 4YBOP MpPEJACTaB/ba KOPUCHUKA, CHa0JeBaya WM IOTCHIMjaTHY
nokanujy xaba. TpaHCHOPTHH TpPOIIKOBU (1O jeIWHUIM KOJMHYUHE POOE) oI
cHabnmeBaua | g0 kopucHuka | je Cj. Kommumna pobe kojy Tpeda
TPAHCIOPTOBATH O YBOPa — CHabeBaya i 10 YBOpa — KOPHUCHUKA | O3HAYECHA je
ca Wjj. ¥V onmrem ciyuajy, Wi; #W;; u W;;i # 0.

[IpomenspuBa omryke Zije neduHricana Ha cienehn HaunH:

Zix =1, aKo je KOopHCHUK/CHAOAEBAY | MPUAPYKEH YCIIOCTAB/LEHOM Xaly

Zik=0, nHayce.

ITpu Tome je Zi =1 ako je xab Jiorupan y uBopy k, nnage je Zy =0.

HeneratusHe npoMeHsbUBE Yy' 03Ha4YaBajy KOJIMYMHY poOe Koja I0J1a3u
U3 4yBOpa CHabeBayva i u muctpudyupa ce npeko xabosa k u |.

Tpancnopr on uBopa — cHabzeBada 10 YBOPa-KOPHCHHUKA CACTOjU C€ O]
TpU JIeNa: IPUKYIUbamke 01 YBOpa — CHadieBaya 10 mpBor xaba, mpeHoc u3Mehy
xaboBa W Ha Kpajy, pacrojena (Wiu JUCTPUOYIHja) Of TOCIEImer xada 10
4BOpa — KOpHCHHKA. [lapameTpu y MO TpeCTaBibajy jeJHHUYHE TPOIIKOBE
NPUKYIUbaba M pacroierne, NOK l—q@ TmpeiacraBba IOMYCT y II€HH 3a
TpaHcriopT u3Mel)y xaboBa. ®ukcHa IieHa YycrocTaB/bama xaba K (1j.
mocTaBsbama Zy =1) ce o3Hauasa ca fy .

Panu nakwer 3anuca npobiema, yBoze ce cieaehe o3Hake:

0;= E;z:j_ Wi; je ykynHa konmurHa poGe Koja 1mosasu u3 4Bopa i, u

D; = ¥.;=, W;; je ykynna konmuuuHa pobe Koja 101a3H U3 9BOpa J.
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Xubpuonu eenemcku aneopumam 3a pemasarse xab 10KayujcKoz
npobiema HeocpaHUYeHux Kanayumema ca jeOHOCMpPYKUM aiokayujama

[IpoGiiem ce cana moxke popMynucaTy Ha ciiefehn HauwH:

mmzz CircZir (x0; + 8D; }+ZZZJC,{1Y,{1 kaz,{,{ 1)

i=1 k= i=1k=11=1

MIPU yCIIOBUMA:

Ye=1Za=1 3a CBaKo i=1,...,n 2)
Lo = Ly 3acBako i,k=1,..n  (3)
Y — B Vi = 0:Zc— Ny WiiZ saceako ik=1,...n  (4)
Y =0 3a cako i,k[=1,...n  (5)
Zy € {01} 3a cBako ,k=1,...n  (6)

[lmws USAHLP je mMuHMMHM3anuja yKyIMHHX TPOIIKOBA TPAaHCHOPTa Y
Mpexu u (UKCHUX TPOIIKOBa ycrocTaBibama xabosa (1). lllema jemHOCTpyke
aJloKallMje je MpPeJCTaBJbeHa YCIOBOM (2), Tj. CBaKM KOPHUCHHUK/CHaOIeBau je
MPHUIPYKEH TauHO jemHoM xaly. Orpanuueme (3) 00e30ehyje na ce TpaHcIopT
0JIBHja caMO MPEKO YCIOCTaBJbeHUX XaboBa. JeMHAUMHA KOH3EpBallHje MPOTOKA
y MpPEXH TpeJICTaBmbeHA je yclioBoM (4). HeHeraTHBHOCT MPOMEHJBHBHX 3a/1aTa
je ca (5). bunapHa npupojia MPOMEHJBUBUX Xk TPEICTaB/bEHA j€ YCII0BOM (6).

3. Ilpemxoone memooe 3a pewiasaroe USAHLP

[TpoGsiem je mpeu dopmynucao O’Kenu y pany (O’Kemu 1992: 293—
306), kao mpoOsieM KBaJApaTHOI MPOrpamMHparba IEel0OPOjHOT MPOrpaMHUpParba.
O’Kenu je nokazao na je nmpobnem HII-Texkak u mpeuioxkno Be eHyMepaTHBHE
XCYPUCTHUYKE METOJIE 3a HEroBO pelaBame. HEKOJIMKO XeypucTHka 3a
pemaBare USAHLP mpeanokeHo je y nurepaTtypu: XeypUCTHKA KIacTepOBama
n 3ameHe (Kmmaneswu 1991: 25-37), moxmenHa xeypuctuka (eHr .greedy
heuristic) u Taby nperpaxuBame (Kinuanesnu 1992: 283-302), moandukoBaHo
taly nperpaxuBamwe (Ckopun-Kamos 1994: 502-509).

Ab6nunyp-Xenm u Batapkeman cy y pany (AOaunyp-Xenm 19986: 31—
50) mamu HOBY KBaapartHy 1emobpojay dopmynamujy USAHLP u npemmoxumm
€r3aKTHy METOJy TpaHama W orpaHuuaBamsa (edr. Branch and Bound — BnB).
Kako meronma 3axTeBa J0OCTa BpeMeHa 3a JOOHMjar€ ONTHMAIHOT peIleHa,
ayTOpH Cy UMIUIEMEHTHpAIM T€HETCKU ajrOpUTaM KOju €(pHUKAacHO I0Na3u a0
periema.

VY pany ayropa AoOmunHyp-Xenm (1998a: 489-499) ce 3a pemaBame
USAHLP mnpennaxe XxuOpuza TeHETCKOr anroputmMa W Taly mpeTpare Hu
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aHAIM3KPAjy JNOOUjeHU Pe3yaTaTH Kaja jeé HEKOJUKO BapUjaHTU OBOT XHOpHIa
kopuirheno npu pemasay CAB wHCTaHIM npobnema. AyTop y panay HHje 1a0
MoJaTKEe O pe3yjTaTuMa MpUMEHe XHOPUIHOT alrOpUTMa MpH peniaBamy AP
WHCTAHIIY TIpobiiema.

Tonmyornmy u capamauin  (2005: 967-984) mnpemiaxy mnpuMeHy
TeHETCKOT alnropuTMa 3a pemasambe USAHLP na HanpeaHuju HaYuH — KOPHCTH
ce eduUKacHUje KOAMpamE jCIUHKU, 00Jbe WHUIMjaJTHO IOCTaBJbalke Opoja
xaboBa y jeIMHKH — pelielky, HampemaH oOIepaTop YKpIITama, KOjH je
npunaroheH momeHy mnpobiema wrtha. MelhyTum, W Hamajke ce, Kao M KOI
Abmunyp-Xemm (1998a: 489-499), KOpuCTH TPOMOPIHOHATHA, Tj. PYJeT
celeknmja. AyTopd y OBOM pady Hajy pe3yirare JoOHjeHe MpH peliaBamy
nactannu CAB nu AP xab nmpobnema.

VY cBom pagy Yen (2007: 211-220), pa3suja xeypuctuky SATUHLP 3a
pemaBarbe USAHLP. OBa xeypuctrka je XuOpHJ CUMYJIHPAHOT KaJbema (EHT.
simulated annealing — SA) u Taby nperpaxkuBama U cacToju ce u3 Tpu dase. Y
npBoj dasu ce oapehyje Opoj xabora koje Tpeda yCroCTaBUTH, Y Apyroj das3u ce
CEJIeKTYjy JIOKaIje 3a YIIocTaB/bathe XadoBa, U Ha Kpajy, y Tpehoj ¢a3u Bpu
ce aJoKaldja YBOpPOBa KOPHCHHKA/CHaOAeBaya JIOIMpPAaHUM XaOOBHMA.
Xeypuctuka SATUHLP je Tectupana Ha mHctanama CAB u AP npobnema u
JIOOMjeHN pe3ynTaT Cy Mpe3eHTOBaHU U nopehenu ca pezynraruma (Tonmoyrmy
2005: 967-984).

Cxkopuju pamoBu y kojuma ce mpoydaBa USAHLP cy: Cummea 2009
(3152-3165) u ®ununosuh 2009 (149-158). ¥V pany: Cunsa 2009 (3152-3165),
ayTopu TpeylaXy TpPU BapHjaHTe BHIIECTApPTHE XEypUCTUKE Taly
HpeTpaKhBama, Kao 1 ABo(a3Hy MHTETPUCAHY XEYPHCTHKY Ta0y MpeTpakhBarmba
3a pemaBame oBor npobiema. Ounumosuh u cap. (®umunosuh 2009: 149-158)
ONHKCYjy TEHETCKH alropuraM kKao Meron 3a pemraBatbe USAHLP, kao u
€HyMepaTHBHY TeXHHKY 3a pemaBame noanpodiema USAHLP ca ¢puxcupanum
CKyIIOM Xa0oBa.

4. Ilpeonoscenu xubpuonu areopumam 3a pewiasaroe USAHLP

[TojaM TeHeTCKOr anropuTMa MpBH je yBeo XOJIaHJ Y CBOjOj KEbU3U W3
1975, xoja ce ©OaBu TeopujoM ajanTHBHHX cuctema. OCHOBHa wjegja je
CHMYJIMpamke Mpoleca MPHPOAHE EBOIYLHUje jeJHE TOMyJaluje jeJNHKH IO
JICjCTBOM T€HETCKUX omeparopa. JlaHac ce TeHEeTCKH aJIrOpUTMHU KOpHUCTE 3a
pelliaBame IMUPOKE Kiiace MpodiieMa KOMOMHATOPHE ONTUMHU3ALIN]e

I'eHercku anropuram ce MpUMEnYje Ha KOHAYHOM CKYITy jeIUHKH KOjU
ce Ha3uBa nomynanuja. CBaka jeqMHKA y TOMYJIAlMjU je TPEICTaB/beHa HU30M
KapakTepa (T€eHEeTCKHM KOZOM) M OJIrOBapa HEKOM pelIelhY y MPETPAKHUBAYKOM
npocropy. Llub anroputMa je Ja ce W3 reHepaidje y reHepanujy no0oJsbiiaBa
KBAIUTET CBaKe jEIUMHKE Yy NOMyJNAlMjU, Ka0 M CpPEIbU KBAJIHUTET Lele
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NomyJanyje y3acTOMHOM TNPHMEHOM T'€HETCKHX OIleparopa:. CelleKIuje,
YKpIITamka U MyTallyje.

BaxxHa ocOOWHAareHeTCKMX aJrophuTaMa jeé W MOryhHOCT HHXOBe
xuOpuau3anyje ca HEeKUM IPYTUM, XCYPUCTHUKUM WJIM €r3aKTHHUM, MPUCTYIIOM
3a perraBame 3amator mpobnema. Taj HOBH, XUOPUIHHU, METOJ C€ Kperpa TaKo
Jla caZpXu A00pe ocoOWHE W jeqHe W Ipyre MeTofe. XeypHcTHUKe (jelHa WiIH
BUIIIE) CE€ YECTO KOPUCTE HE CaMo 3a MoOoJbIIaBamke MOYeTHE MoMyanyje, Beh u
CBaKe HapeqHe reHepauuje. Mory ce mpuMemhHUBATH Ha LeNy MOIyJIalnjy, jeaan
BEH /€0 WIM Ha TojeauHadHy (decTo HajOoJpy) jenWHKY. Y OBOM pamy,
TEHETCKU aJITOPUTaM ce KOMOMHYje ca XeypHCTHKaMa JIOKAJTHOT IPETPaKHBaAba
Koje ce MpUMelYyjy Ha Jie0 TMOMylaluje jeJUHKH y CBakKoj TeHepauuju
anroput™Ma. Jlerasbu mpeayioxkeHe XUOpHIHE METOJe Cy ONUCAHU y HapeJIHUM
TMOJICEKIIHjama.

4.1. Penpeszenmayuja jeOunku u pyukyuja yusva

'eHeTckn KO CBake jeMHKE CE CacToju W3 JABa cerMeHrta. lIpBu
CerMeHT ayxuHe N camgpxku 1 wim (0 y 3aBUCHOCTH OJ] TOTa Ja JIH je Y
onroeapajyhem 4BOpy ycmocTaBjbeH Xal, wim He. JIpyru cerMeHt, 4dju cy
enemeHnTy Opojesu m3 ckyma {0, 1, ..., n-1} xoju cagpxu uHPOpMAIHjy O Xady
KOjH je MpHUIpYKEH JaToM 4YBOpY. AKO je KOPHUCHHK/CHaOIeBad NPHUIPYKEH
HajOmmkeM xaly, Ha oxaroeapajyhy mosumujy ce ymucyje Hyjla; ako je
MpHJIPYKEeH Xaly, KOjH je AaJbh OJ] HajONMKeT anu OJMKH OJ OCTaJINX, CMEITa
ce jenununa uta. CBaku Xab 4BOp je NPHUAPYKEH caMOM CEOH, Tako Jia ce y
JIPyIrOM CEerMEHTYy TeHETCKOr KOJa, Ha T[O3WldjaMa Koje OJAroBapajy
YCIOCTAaBJFEHUM Xa0OBUMa, Halla3e HyJle.

Oykiyja iba ce padyHa Ha clenehn Ha4WH: M3 TPBOT CErMEHTa
TEHETCKOT Koja J00Mjajy ce MHICKCH YCIOCTaBJbeHHMX Xabosa. [lo mobujamy
CKyIIa YCIIOCTaBJbEHHUX Xa0oBa ce, 3a CBaKM OJ] YBOPOBA KOPHCHHKA/CHA0IeBaya,
HH3 YCIIOCTaBJbEHHX XaboBa cOpTHpa y Heomnaaajyhu mopenak no pacrojamy 10
Tor 4BOpa. M3 Ipyror cerMeHTa reHeTCKOT KOJia Ce MIOTOM y3HMa €JIeMEHT KOoju
oaroapa Tekyhem dYBOpy KOpPHCHHUKY/CHaOneBady. AKO Taj €JIEeMEHAT HMa
BpenHocT K, KopucHHK/cHaOmeBau ce amonupa K-om xaly W3 MPETXOIHO
coprupanor Huza xaboma (k=0,1,...,n-1). OBo copTHpame yCIOCTaBJbEHUX
xaboBa ce M3BpIIABA 32 CBaKy jEJMHKY Yy CBaKOj IeHepalHjd, IITO 3aXTeBa
JOJAaTHU paj Ipolecopa, ald OBaj AOAATHH paa He yThde OWTHO Ha Bpeme
u3BplIaBama anropurMa. Ha kpajy, BpeaHocT ¢yHKuuje muba ce aobduja
MPOCTUM CYMHpPameM pacTojama cHaljeBau—xad, xa0—xad M Xa0—KOPHUCHUK
NIOMHOKEHHUX KOJTMYMHOM IPOTOKA U OroBapajyhum mapamerpuma y, o 1 d.
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4.2, I'enemcku onepamopu u ocmane xapakmepucmuxe HGA

IIpennoxxena HGA wummiemeHTanuja KOpuCTH cienehe TeHeTCKe
oreparope:

— ®uHO TpaaupaHy TYPHHPCKY CEJIEKIHjy Kao CEIEKIHOHH OIepaTop
(@umunosuh 2003:143—-161). BpenHoct mapamerpa cemnekildje je mocTaBJheHa
Ha 5.4.

— JeAHOMO3UIIMOHO YKpILITamke, ca BepoBaTHOhoM ykpmrama je 0,85,
ITO 3HauM za he oko 85% jequHKM y4yecTBOBATH y MPOU3BOAKY IOTOMAKA, 10K
y oko 15% ciyuajeBa Hehe OMTH yKplITama M MOTOMIM he OMTH MIEHTUYIHU
poauTesbUMa.

— Oneparop MyTanyje ca 3aMp3HYTUM OWTOBMMA, KOjH Ha CIyd4ajaH
HAYMH MeHKa 1O jemaH OuT y oba cermeHTa reHeTckor konxa (Cranmmmposuh
2008: 669-692). OcHOBHM HMBOM MyTalldje ce€ pa3iHKyjy Mel)y cerMeHTHMa y
TeHETCKOM KOJy. BUTOBM y IIpBOM cerMeHTy MyTHpajy ca BepoBatHohom 0,4/n,
JOK C€ CBakM OUT y JpPyroM CETrMEHTy MyTHpa Ca JBOCTPYKO MAambOM
BepoBatHohoMm Hero mperxomuu (0,3/n, 0,15/n, 0,075/m,...). OCHOBHU HHBO
MyTanuje yBehapa ce caMo Ha 3aMp3HYTUM OUTOBUMA, ¥ TO 3,5 myTa.

Benmnunna nonynanuje je 150 jemunku. Ilpu m3BpinaBamy ce KOPUCTH
CTallFiOHapHA Bep3Wja allTOpUTMa, Kao W enuTHa crpareruja. CTo jeAMHKH U3
NoMyJanyje TMPEKTHO TpeNia3e y HOBY TeHepalujy (SIUTHE jeIMHKe) U 33 HHUX
ce ¢pyHKIHja IIsba He Tpeba MOHOBO M3padyHaBaTH.

V¥ cBakoj renepanuju HGA aymimkatu ce ykiamajy u3 nomynamnygje. To
ce peaimsyje MocTaBbambeM NMPUIaroeHOCTH NyIJIMKaTa Ha HyIy, Tako Jia He
Oyny m3abpanu y cienehoj redepanuju. Ha oBaj HauMH ce 4yBa pa3HOBPCHOCT
TEHETCKOI Marepujajia M clipedyaBa NpeypambeHa KOHBEpreHIMja. JemuHke Koje
MMajy UCTY BPEAHOCT (DyHKIWje IMJba, ald PA3IMIMTE T'CHETCKE KOJOBE, Y
HEKUM CIIy4ajeBUMa MOTY JIOMHHHPATH MOMYyJAlHjoM. AKO Cy MM TE€HETCKU
KOJIOBU CITMYHH, TO MOXKE JIOBECTH 10 3aBpureTka HGA y JI0KaqHOM ONTHMYyMY.
Aa Ou ce msberae TakBe CHTyaluje, OIpaHHYaBA Ce OPOj JEAUHKH KOje HMMajy HCTY
HpI/IAaFObeHOCT, a paSAI/I‘H/ITe T€HETCKE KOAOBC.

Kon npemnoxene HGA mmmieMeHTanuje, W3BplIaBambe Ce 3aycTaBlba
nociie 50 reHepandja, WK ako C€ BPSIAHOCT PyHKIMje IUiba HAjOOJbE jeTUHKE
HUje nomnpasuia TokoM 20 y3acTOITHUX TeHepaliyja.

4.3. Jloxanno npempadicusarve

VY cBakoj rerepauuju HGA, HakoH pauyHama (yHLHje IMJba, a TIpe
NpUMEHE TEHETCKHX OIlepaTropa, M3BpIIaBajy C€ JBE XEYPUCTHUKE JIOKAIHOT
NpeTpakhBama. XEYPUCTHKE ce MPUMERY]y Ha JIeo MOMyJalyje jeIMHKH, a He
caMo Ha HajOOJbY jJEJMHKY, IITO 3aXTEBa HEILITO BHIIE MPOILIECOPCKOI BPEMEHa,
M ca Jpyre cTpaHe, Jaje IaHCy W JIOMIMjUM jeAWHKaMa Ja ce TOIpaBe U
ycMepe alropuTaM Ka 0o6pum pernoHuMa IIPOCTOpa MPETPaKUBAbA.
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3a cBaKy jeMHKY y MOMyJaiuju 0poj yCIocTaBJbeHUX XxaboBa ce no0uja
U3 TPBOT JleJla TEHETCKOI KOja, TNPHIMKOM padyHama (QYHKIHje IHba.
[IpumeHoM mpBe XEYpPHUCTHKE JIOKAJTHOT MpPETPaKMBarmkba, IOKYyIIaBaMO Ja
UCK/bYYUMO HEKW Of YCIOCTaBJbeHHX XaboBa, a Ja YKaYuuMo HEKH Of
MOTEHIMjATHAX Xa0oBa KOjU HUCY MPETXOAHO JIONHMPAHH. YKOJHKO CE OBOM
3aMEHOM MOXKE€ TOOWTH TOOOJBbIIAE, BPIIM C€ W3MEHA y TE€HETCKOM KOy
JjEenHKe.

Hpyra xeypucTHKa JIOKaIHOT NpeTpaXkuBamba HE MEHma CKYI
YCIIOCTaBH-EHIX XaboOBa jeWHKE Ha KOjy ce mpumemyje. M3 mpyror nema
TEHETCKOT KOJa, TPWINKOM padyHama (YHKOWje [Hba, 3a CBAaKoT
KOpHCHUKa/CHa0eBaya J00ujaMo WHGpOpMaAIHMjy KojeM je xaly NpHIpYKEH.
JpyromMm XeypHCTHKOM JIOKAJHOT NPETPAKUBamba MOKYIIaBaMO Ja IPOMEHUMO
ajloKalyje KOPUCHUKA/CHa0AeBada, Tj. la UX MPHUIPYKAUMO HEKOM JIPYroM Xaly
U3 CKyla O]l YCIOCTaBJbeHHX XaboBa. AKO c€ OBOM 3aMEHOM MOXKE CMAambUTH
BpPEIHOCT (QYHKIIHjE IIHIba, BPIIU C€ KOPEKIMja Y TEHETCKOM KOy jeJMHKE.

5. Excnepumenmannu pesynimamu

VY 0BOj ceKkuuju MpUKa3aHU Cy Pe3yiTaTH EKCIepUMEHaTa 3a OMKCaHy
HGA wmerony u usBpiero je mopeheme ca nmocrojehum meromama. Pesynraru
HGA cy mobujenn Ha pauynapy Intel Core i7-860 2.8 GHz ca 8GB RAM
MeMopHje moJ onepaTuBHUM crcteMoM Windows 7 Professional. Anropuram je
tectupal Ha ckynoBuma CAB u AP nncranuu npeysetux u3: buziau 1996: 429—
433.
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TabGena 1: Pegymatu HGA na CAB wuncranmama mnpobGiema ca
n = 10,15 yBopoBa

Huem. CPLEX 10.1 HGA
. VK.

n A f onm. peut. speme | Hajo.pewt. | epeme epere oocm. 2€H.
10 | 0,2 | 100 791,93 0,172 opt 0,001 0,011 0 24
10 | 0,2 | 150 915,99 0,016 opt 0,001 0,012 0 24.1
10 | 0,2 | 200 1015,99 0,016 opt 0,002 0,013 0 24.6
10 | 0,2 | 250 1115,99 0,032 opt 0 0,011 0 23.9
10 | 0,4 | 100 867,91 0,141 opt 0,001 0,012 0 23.9
10 | 0,4 | 150 974,3 0,031 opt 0,003 0,012 0 24.6
10 | 0,4 | 200 1074,3 0,046 opt 0,001 0,011 0 24.3
10 | 04 | 250 1174,3 0,047 opt 0,001 0,011 0 24.1
10 | 0,6 | 100 932,62 0,172 opt 0,003 0,011 0 25.1
10 | 0,6 | 150 1032,62 0,047 opt 0,003 0,013 0 24.9
10 | 0,6 | 200 1131,05 0,032 opt 0,001 0,011 0 24.2
10 | 0,6 | 250 1181,05 0,016 opt 0,001 0,011 0 24.3
10 | 0,8 | 100 990,94 0,140 opt 0,002 0,012 0 25.4
10 | 0,8 | 150 1081,05 0,047 opt 0 0,011 0 234
10 | 0,8 | 200 1131,05 0,031 opt 0 0,011 0 235
10 | 0,8 | 250 1181,05 0,016 opt 0 0,011 0 23.1
10 | 1,0 | 100 1031,05 0,156 opt 0,002 0,012 0 24.6
10 | 1,0 | 150 1181,05 0,016 opt 0 0,011 0 23.4
10 | 1,0 | 200 1131,05 0,016 opt 0,001 0,011 0 23.1
10 | 1,0 | 250 1181,05 0,031 opt 0,001 0,011 0 233
15 | 0,2 | 100 1030,07 0,265 opt 0,012 0,034 0 30.6
15 | 0,2 | 150 1239,77 0,187 opt 0,01 0,025 0 28.1
15 | 0,2 | 200 1381,28 0,140 opt 0,006 0,02 0 25.9
15 | 0,2 | 250 1481,28 0,078 opt 0,009 0,022 0 28.4
15 | 0,4 | 100 1179,71 0,547 opt 0,013 0,032 0.051 32.2
15 | 04 | 150 1355,09 0,532 opt 0,008 0,021 0 254
15 | 0,4 | 200 1462,62 0,172 opt 0,007 0,021 0.361 28.1
15 | 04 | 250 1556,66 0,109 opt 0 0,02 0 22.6
15 | 0,6 | 100 1309,92 1,438 opt 0,009 0,025 0.002 27.9
15 | 0,6 | 150 1443,97 1,094 opt 0,004 0,021 0.352 25.7
15 | 0,6 | 200 1506,66 0,047 opt 0,002 0,019 0 22.9
15 | 0,6 | 250 1556,66 0,047 opt 0,003 0,024 0 22.9
15 | 0,8 | 100 1390,76 1,157 opt 0,004 0,02 0 23.4
15 | 0,8 | 150 1456,66 0,063 opt 0,002 0,019 0 22.7
15 | 0,8 | 200 1506,66 0,047 opt 0,002 0,019 0 23.1
15 | 0,8 | 250 1556,66 0,046 opt 0,002 0,018 0 22.6
15 | 1,0 | 100 1406,66 0,078 opt 0,002 0,02 0 22.8
15 | 1,0 | 150 1456,66 0,062 opt 0,002 0,018 0 22.9
15 | 1,0 | 200 1506,66 0,046 opt 0,001 0,019 0 22.6
15 | 1,0 | 250 1556,66 0,047 opt 0,002 0,016 0 22.6

npocex 0,186 0,003 0,016 0,019 24,6

Tabene 1 u 2 npukasyjy pesyiarate HGA npucryna 3a CAB uHcTanne
ca 10 =n =25, a tabene 3 u 4 mnpukasyjy pesynrare noboujeHe Ha AP
uHctannaMa ca 10 = n = 100 . Pazmarpana cy 1Ba Tuia UKCHUX TPOIIKOBA 32
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cBaky uHctanny (7 — temke u L — nmake). Ilpennoxxena HGA metona ce na
CBaKoj o WHCTaHIM u3BpriaBana 20 myra. OnTrMaiHa pemema cy nodujeHa
npumeHoM coprBepa CPLEX 10.1.

IIpBe nBe komoHe Tabena 1 m 2 caapke MTUMEH3HjE€ W THI WHCTAHIIE.
Cneneha KomoHa onm. pews. Caip>Ku ONTHMAITHO PELICHE 3a JaTy WHCTAHILY
npobiema. Hajbospe pememe mo kor je momao HGA Hamasum ce y KOJOHH
Hajo.pew. (ako ce HajOOJbE pElICHE MOKJANa ca ONTHMAIHUM, YIIHCaHA je
o3HaKa onm.). KonoHa gpeme caapxu mpoceyHo BpeMe (MCKa3aHO y CeKyHaama)
notpedbHo ma I'A mocturae HajOOJBE pelIere, OK KOJOHA VK. épeme CalpiKu
BpeMe (y ceKkyHIaMa) oTpeOHO 3a OKOoHYame m3BpmaBama HGA. Y mpoceky,
HGA 3aBpmaBa m3BpmiaBame mocie eex. (reHepanuja). Keamuter moOujeHor
pelrema ce ucKaszyje Kao MpoceyHo OJICTYIamke odcm. (UCKa3aHO Yy TMPOIICHTHMA)
y OJTHOCY Ha ONITUMAJTHO PEIICHE.
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TabGena 2: Pesymatu HGA na CAB wuncranmama mnpoOinema ca
n = 20,25 yBopoBa

Huem. CPLEX 10.1 HGA
. VK.

n A f onm. peut. epeme | Hajo.pew. | epeme epene oocm. 2eH.
20 | 0,2 | 100 967,74 0,407 opt 0,014 0,042 0,051 30,1
20 | 0,2 | 150 1174,53 0,703 opt 0,01 0,033 0 26,1
20 | 0,2 | 200 1324,53 0,579 opt 0,01 0,034 0 27,3
20 | 0,2 | 250 1474,53 1,266 opt 0,012 0,033 0 28,4
20 | 04 | 100 1127,09 1,625 opt 0,013 0,039 0 28,6
20 | 04 | 150 1297,76 1,484 opt 0,011 0,033 0 28,3
20 | 0,4 | 200 1442,56 2,031 opt 0,01 0,03 0 26,4
20 | 04 | 250 1542,56 1,157 opt 0,01 0,025 0 25,1
20 | 0,6 | 100 1269,15 4,985 opt 0,015 0,041 0 31,3
20 | 0,6 | 150 1406,04 3,235 opt 0,011 0,029 0 26,4
20 | 0,6 | 200 1506,04 3,063 opt 0,01 0,028 0 25,8
20 | 0,6 | 250 1570,91 0,187 opt 0,007 0,022 0 23,6
20 | 0,8 | 100 1369,52 15,647 opt 0,01 0,031 0 27,6
20 | 0,8 | 150 1469,52 4,699 opt 0,01 0,028 0,009 27,3
20 | 0,8 | 200 1520,91 0,188 opt 0,009 0,021 0 24,1
20 | 0,8 | 250 1570,91 0,125 opt 0,009 0,021 0 23,8
20 | 1,0 | 100 1410,07 5,328 opt 0,01 0,028 0 26,6
20 | 1,0 | 150 1470,91 0,250 opt 0,009 0,021 0 23,9
20 | 1,0 | 200 1520,91 0,141 opt 0,008 0,021 0 23,6
20 | 1,0 | 250 1570,91 0,172 opt 0,009 0,02 0 23,9
25 | 0,2 | 100 1029,63 1,328 opt 0,019 0,053 0 29,3
25 | 0,2 | 150 1217,34 2,609 opt 0,014 0,043 0 27,9
25 | 0,2 | 200 1367,34 2,047 opt 0,014 0,041 0 28,6
25 | 0,2 | 250 1500,9 1,547 opt 0,015 0,039 0,11 29,3
25 | 04 | 100 1187,51 5,578 opt 0,021 0,05 0 30,4
25 | 04 | 150 1351,69 5,000 opt 0,02 0,045 0 313
25 | 0,4 | 200 1501,62 5,672 opt 0,018 0,043 0 314
25 | 0,4 | 250 1601,62 3,140 opt 0,018 0,039 0 311
25 | 0,6 | 100 1333,56 12,672 opt 0,019 0,045 0 29,9
25 | 0,6 | 150 1483,56 9,015 opt 0,016 0,041 0 29,7
25 | 0,6 | 200 1601,2 7,547 opt 0,016 0,039 0 30,6
25 | 0,6 | 250 1701,2 5,125 opt 0,015 0,038 0 30,3
25 | 0,8 | 100 1458,83 33,359 opt 0,019 0,048 0 30,9
25 | 0,8 | 150 1594,08 20,468 opt 0,021 0,043 0,011 31,9
25 | 0,8 | 200 1690,57 11,531 opt 0,01 0,031 0 24,5
25 | 0,8 | 250 1740,57 0,562 opt 0,011 0,031 0 24,3
25 | 1,0 | 100 1556,63 40,109 opt 0,022 0,049 0 33,6
25 | 1,0 | 150 1640,57 13,688 opt 0,01 0,032 0 24,1
25 | 1,0 | 200 1690,57 0,640 opt 0,01 0,033 0 24,6
25 | 1,0 | 250 1740,57 0,406 opt 0,01 0,031 0 24,6

npocex 5,733 0,013 0,035 0,004 27,7

N3 tabena 1 m 2 ce Buam na mpemioxean HGA ckopo TpeHYTHO
JIOCTIKE oNTHMaiHa pemermna Ha cBuxX 80 CAB mHCTaHIN. MakcHManHO YKYITHO
BpeMe Bpeme m3BpiraBama HGA je 0,058 cexyHau, anu anropuraM NpBH IyT
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nobuja Hajoosbe pememe 3a MakcumanHo 0.022 cexynau. Hajsehe cpenme
OJICTyHame oA onTUManHor pemema je 0,051%. ¥V mpoceky, anropuram monasu
JI0 ONTHMAJHOT peliermka y HajBule 33,6 reHepanyja.

Y Tabenu 3 npukasanu cy pesynatu HGA na AP uncraniama npoOiema
cal0 =n = 100 yBopoBa, HAa UCTH HAYMH Kao U y Tabenama 1 u 2. Y Ttabenu 4
Jata cy mopehema ca pe3yaTaTMMa MeToja M3 JUTepaType Koje Cy OO0 cazaa
nokaszane Hajoosee pesynrare 3a USAHLP:

— nBo(ha3HOM MHTETPUCAHOM XEYPHCTHKOM Taly mpetpakuBama HUbTS
u3: Cunma 2009: 3152-3165, Ttectupanoj Ha koHpurypammju Pentium IV 3.0
GHz ca 1 GB of RAM nog Windows XP Professional;

—Haj0ossoM o Tpu BHUImecTapTHe xeypuctuke MSTS-3 m3: Cua
2009: 3152-3165, Tectupanoj Ha uctoj mwiardpomu kao u HubTS ;

—reHerckuM  anroputMoM  GA  u3:  ®unmmosuh  2009:149-158,
TecTUpaHuM Ha rnporecopy AMD Sempron 2.3+ ca 256 MB RAM mox UNIX
(Knoppix 3.7) onepaTHBHIM CHCTEMOM.

VY rtabenama 3 u 4 nato je HajOOJbE pEICHE 32 CBAKy OJl HaBEICHUX
MeTo/a, Kao M YKYITHO BpeMe HHXOBOT M3BpIIaBama. HamomeHnMo na, mpema
crierduKanjaMa ca cajta www.spec.org, KoH(purypanuje xopuimheHe 3a
tectupambe MSTS-3, HubTS u GA umajy cnuune nepdpopmaHnce. Y OJHOCY Ha
oBe KOoH(UTypanyje, a mpemMa UCTUM crienruKkalmjama, athoma Kopumhena
3a m3BpmaBame HGA wuma oko 1,5 myta 6osbe epdopmance. OBe YHEHECHHULIE CY
y3eTe y 003up npwinkoM mopehema epuKkacHOCTH HaBEACHHX MeEToja 3a
pemaBame USAHLP.

Ilpema pesynaratuma u3 Tabena 3 u 4, Buaumo aa je HGA takohe
eukacan npu pemaBary AP umHCTaHIM TpoOnema, jep Op30 JOCTHKE CBa
Mo3HaTa ONTHUMalIHA pelemka. [IpoceuHo ykymHO BpeMe u3BpiiaBama je 0,195
CeKyHIH, JOK je NPOCEYHO BpeMe 3a KOje aJIrOpUTaM JIOCTIDKE ONTHMAITHO
peuieme ckopo nBa nyta mame — 0,084 cexynnu. Hucka BpenHoOCT cpenmer
oncrynama (0,0226%) Ha OBMM HHCTaHIlaMa, Ka0 U MaJld CpelmbH Opoj
rerepaiuja (28,34) ykazyjy Ha epukacHOCT M cTabWiaHOCT npemnoxeHor HGA
HpHUCTYTIA.

Wmajyhn y Buay paznuke y 1uaTgopMaMa Ha KOjuMa Cy TECTHUpaHE
ropenoMeHyTe merojie 3a pemaBatbe USAHLP, Moxxemo 3akibyuntn na je HGA
uMIIIeMeHTanyja oko 2,3 u 1,6 myra Opxa on xeypuctuka HubTS MSTS-3
pecriektuBHO. OBaj 3akJbyyak je H3BeleH Ha OCHOBY pesynrtara Ha AP
uHcTaHnaMa ca 10 = n = 50 uBopoBa, jep HubTS MSTS-3 Hucy Ttectupane 3a
60 = n = 90. INocmarpajyhu cBe tectupane AP uncranne 10 =n = 100,
3akspyuyjemo 1a HGA uma oko 3,9 myra Oosbe mepdopmance y nopehemy ca
GA, nako JIOKajJHe XECypUCTHKEe MMIuIeMeHTHpaHe y okeupy HGA 3axteBajy
JIOJIATHO ITPOIIECOPCKO BpeMe
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TabGena 3: Pesynmatru HGA wna AP wuHcranmama mnpobGnema ca
10 =n = 100 u4BopoBa

CPLEX10.1 HGA
Hucm. -

onm. peu. speme Hajo.pew. Bpeme | yx. speme oocm. 2€H.

10L 224250,05 0,078 opt 0,001 0,011 0,000 244
10T 263399,94 0,125 opt 0,001 0,011 0,000 23,8
20L 234690,62 0,22 opt 0,010 0,03 0,000 25,2
20T 271128,18 0,25 opt 0,009 0,03 0,000 25,4

25L 236650,62 0,563 opt 0,013 0,04 0,000 27

25T 295667,84 12,364 opt 0,008 0,031 0,000 21
40L 240986,23 1,002 opt 0,034 0,082 0,011 29,9

40T 293164,84 15,512 opt 0,010 0,06 0,000 21
50L 237421,98 22,771 opt 0,053 0,122 0,002 30,9
50T 300420,98 275,976 opt 0,034 0,106 0,022 24,8
60L 228007,9 11,18 opt 0,093 0,191 0,014 34,3
60T 246285,034 9,53 opt 0,063 0,169 0,000 27,6
70L 233154,289 90,3 opt 0,095 0,235 0,000 28,6
70T 252882,633 22,42 opt 0,120 0,279 0,000 31,5

80L 229240,373 143,39 opt 0,193 0,363 0,020 36
80T 274921,572 140,58 opt 0,160 0,344 0,000 32,9

90L 231236,235 423,14 opt 0,243 0,473 0,009 35
90T 280755,459 153,72 opt 0,223 0,458 0,375 34,1
100L 238016,28 275,976 opt 0,124 0,394 0,000 24,4
100T 305097,96 23,139 opt 0,193 0,478 0,000 28,9
100L 224250,05 0,078 opt 0,001 0,011 0,000 244
Ilpocex 81,112 0,084 0,195 0,0226 28,34
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Tabena 4: Ilopehema pesynrara Ha AP wuHCTaHmama npoOmema ca
10 =n = 100 u4BopoBa

Hne | CPLEX | HGA GA MSTS-3 HubTS

m. 10.1
onm.pe Hajo.pe | yk.8pe | Hajo.pe | yk.epe | Hajo.pe | yK.8pe | Hajb.pe | yk.epe
w. w. me u. me w. me . me
224250,

10L | 05 opt 0,011 | opt 0,101 | opt 0,016 | opt 0,015
263399,

10T | 94 opt 0,011 | opt 0,113 | opt 0,015 | opt 0,015
234690,

20L | 62 opt 0,03 opt 0,206 | opt 0,062 | opt 0,046
271128,

20T | 18 opt 0,03 opt 0,213 | opt 0,062 | opt 0,062
236650,

25L | 62 opt 0,04 opt 0,275 | opt 0,125 | opt 0,125
295667,

25T 84 opt 0,031 opt 0,233 opt 0,094 opt 0,031
240986,

40L | 23 opt 0,082 | opt 0,554 | opt 0,375 | opt 0,781
293164,

40T | 84 opt 0,06 opt 0,5 opt 0,344 | opt 0,188
237421,

50L 98 opt 0,122 opt 0,904 opt 0,703 opt 1,891
300420,

50T | 98 opt 0,106 | opt 0,592 | opt 0,719 | opt 0,469
228007,

60L |9 opt 0,191 | opt 1,205 | - - - -
246285,

60T | 034 opt 0,169 | opt 1,016 | - - - -
233154,

70L | 289 opt 0,235 | opt 1,489 | - - - -
252882,

70T | 633 opt 0,279 | opt 1397 | - - - -
229240,

80L | 373 opt 0,363 | opt 2,397 | - - - -
274921,

80T | 572 opt 0,344 | opt 1818 | - - - -
231236,

QL | 235 opt 0,473 | opt 2,463 | - - - -
280755,

90T | 459 opt 0,458 | opt 1934 | - - - -
238016,

100L | 28 opt 0,394 | opt 3,221 | opt 7,95 opt 28,515
305097,

100T | 96 opt 0,478 | opt 2,18 opt 5,187 | opt 7,141

npoc 0,1953 1,1405

eK 5 5
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6. 3axmyuak

VY pany je npemnoxkeHa epukacHa XHOpHUIN3aIHja TEHETCKOT alrOPUTMa
W JIBE XEypPHCTHKE JIOKaJHOT MpeTpakuBama 3a pemaBame HII-temxor xab
JOKaMjcKor mpo0iemMa HEOTpaHWYeHHWX KamaluTeTa ca jeTHOCTPYKHM
anokanujama. KopumrheHo je aBocerMeTHO OWHApHO KOIWPAkE pellema,
aJIeKBaTHU TEHETCKM OlepaTopd M HEKONHWKO CTpaTerwja 3a cIipedyaBarbe
npeypameHe KOHBEpreHuuje anropuTMa. lMiieMeHTHpaHe XeypHCTHKe
JIOKAJTHOT TIpeTpakKWBama Jajy TOoOoJbIIarha KOja TMPEACTaBIbajy HMITYIIC
TEHEeTCKOM alropuTMy H yCMepaBajy ra Ka riobamHoMm ontumymy. Oe
XEYPUCTHKE CE pelaTHBHO Op30 M3BpLIABAjy M HE YTHUY 3Ha4ajHO Ha YKYITHO
IPOLECOPCKO  BpeMe. EKCrepuMeHTanHM  pe3ynTaTd  MoKasyjy  golpe
neppopMaHce NPEUIOKEHOT XUOPHIHOT MPHUCTyNa Yy TMOTJIeAy KBaJUTETa
pelema U BpeMeHa H3BPIIaBaba.
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MODELING WITH MATHEMATICA 8.0

1. About Wolfram Mathematica 8.0

Mathematica is very powerfull and very usefull computation system
produced by company named Wolfram Research. Company was founded by
Stephen Wolfram in 1987 and throu  gh years became one of the world’s
most respected software companies.

Mathematica is one of the major commercial computer algebra systems
which has become a very popular in scientific communities. As well as
Mathematica, all Wolfram Research products are useing in faculty and
university all over the world. In a aim to dedicate more attention to education
they built the world’s largest free network of technical information websites,
such is MathWorld, Wolfram Demonstration Project, Wolfram Alpha, etc.

When the first time was released, Mathematica achieved an important
impact on useing math in all fields of technics. Mathematica was made turning
point of a modern era in mathematical calculation. Users oriented design is one
of the features which brought Mathematica such a popularity.

At a begining, individual packages had existed for specific numerical,
algebraic, graphical and other tasks, but the aim of Mathematica was to create
one software which will be suitable for a different areas of technics. It became
possible when the new kind of programming language was invented which
allows us to works with wide range of objects.

At first, Mathematica has been used in the physical sciences,
engineering and mathematics. But over the years, Mathematica has become an
important part of many science fields (biology, chemistry, medicine, geography,
economics, statistics).

She had made many important discoveries easier. Mathematica also has
been the basic for thousands of technical papers.

2. Work in Wolfram Mathematica 8.0

When we run Mathematica, the first what we see is interactive document
known as notebook. Mathematica front end is separate from the kernel which
perform computations. Front end (notebook) handles interaction with user and
create interactive documents. The notebook includes many menus and graphical
tools for creating and reading notebook documents. It also mixing text, graphics
and Mathematica input and output.

“ matematika@filozof.org
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Mathematica notebook consist of sequences of cell. Cell can be a variety
of styles: input, output, text, graphics, titles, sections and figures. Cells are
marked with the square brackets [3].

We already sad that when user started Mathematica on his display he
can see notebook. Now, we enters input into the notebook. After that, user type
Shift+Enter to make Mathematica process his input. Users input and output
Mathematica will label with In[n]:= and Out[n]=. Next picture shows standard
Mathematica display.

& Untitied-1 * o] o
2= g={1+3,1+4,2+4,2+5,3+5,6-7,7+8,8-9,9-10,6-10,1-6,2-+7,3-+8,4-9,5-10}; -
GraphPlot[g, Method » {"SpringElectricalEubedding”, "RandomSeed” » Automatic), Vertexlabeling » True]
/ \ 2 I\
N \
/ \ /N |\
/ 4 N
fooN S NS
/Ny N \
/ 4 2 \
/ N / \
- I _\\7 s
\\ \Y/ .
A // A
NN
100% +

Figure 2: Mathematica display

Wolfram Mathematica 8.0 has a lot of palettes which helps us to work.
To see palettes click on Palettes from the main menu. The most common
Palettes are: Basic Math Input, Basic Math Assistant, Classroom Assistant,
Writing Assistant, etc. This palettes allow access to the mathematical symbols
by mouse click [1].

2.1. Mathematica syntax

Mathematica has a rich, carefully designed syntax. There is huge
number of defined symbols, which purpose is to label built-in functions and
constance. Four important rule are [1]:

1. flx,v] — function arguments go in square brackets;

2. 5in, S5qrt, Plot ... — built-in symbols have names beginning with
capital letters;

3. {x,v,z} — curly brackets are used for lists;

4. Mathematica is case sensitive (Sqrt and sqrt are different).

For example, command Integrate computes antiderivates f flx)dx. The
command begins with a capital letter and arguments goes in square brackets:

Integrate[x*2 Log[x], {x, 1, 2}]
1

— (-=7+8Log[8])
9
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3. Connection with other applications

Mathematica has a thousands capabilities. Users can apply Mathematica
in industry, research and education. Mathematica is used by students, teachers
and researchers.

Mathematica is built to help you with all your technical tasks. It is
connects to all existing applications and databasics (Java, C, Excel).

Interesting thing about Mathematica is the way it transform notebook in
a different form. Mathematica can generate many types of documents directly
from notebook. For example, if you have a Mathematica 8.0 notebook which
you want to convert into TeX source code and insert it somewhere in document,
it can be done in several ways. Mathematica can also import formatted
documents.

TeX is typesetting system and programming language which is
commonly used for typesetting mathematical and scientific publications and
other technical documents. Developed since 1977 by Donald Knuth.

If you want to merge your work with existing material in TeX, you can
use TexXForm to convert expressions in Mathematica into a form suitable for
input to TeX. TeXForm translates standard mathematical functions and produce
AMS-LaTeX compatible TeX output. It can easily done as follows:

If we type next code TexForm Li_ , the Wolfram Mathematica gives us

as aresult:

\frac {x} {\sqrt {5}}

Mathematica notebook you can convert to LaTeX by choosing LaTeX
document for a Save as type from a File/Save as menu.

2 Save A< =X
‘\7/ &, |} < nickg » Documents » Misc » v [ vy ‘ ‘ Seurct P
File name: TeXTest -

Save ac type: ! LaTeX Document (*.tex) -

¥ Browse Folders . [ sa“-’g | [ cancel

Figure 4: Generate TeX with Mathematica 8.0

4. Demonstrations in Mathematica 8.0

A Demonstration is a small program created with Mathematica. It’s an
interactive visualization of a concept. Demonstrations can be about any topic. As

you move a controls, you see a change in its output that helps you understand the
concept being shown.
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Wolfram Mathemtica has a lot of functions, which allow us to make
demonstrations. The most common used are Manipulate, Animate, Dynamic.
For any expression, graphic or other object with symbolic parameters,
Manipulate automatically creates an interface for manipulating the parameters.

For example, if we want to animate a picture of sinnx for a different

values of i, we use next code:
Manipulate[Plot[Sin[nx], {x, 0, 2Pi}], {n, 1, 10}]

Figure 5: Manipulate a continuous parameter
4.1. The central limit theorem

In this section we show you a demonstration of theorem which has
fundamental importance to statistics. The central limit theorem is one of the
most remarkable results of the theory of probability. The central limit theorem
states that the sampling distribution of the sample mean approaches a normal
distribution as the size of the sample grows. This means that the histogram of the
means of many samples should approach a bell-shaped curve. Each sample
consists of 200 pseudorandom numbers between 0 and 100, inclusive [7].

This theorem says that if 5, is the sum of n mutually independent
random variables, then the distribution function of 5,, is well-approximated by a
certain type of continuous function known as a normal density function, which is
given by the formula [5]:

[x-m)2

1 z
o) =z <

176


http://reference.wolfram.com/mathematica/ref/Dynamic.html

Modeling with Mathematica 8.0
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Figure 6: The central limit theorem
4.2. Path and cycles in graph

In our closing section we give an applications of Mathematica in graph
theory. One of the key problems in graphs is finding the shortest path between
two vertices. The shortest path problem is the problem of finding a path between
two vertices in a graph such that the sum of the weights of its constituent edges
is minimized. An example is finding the quickest way to get from one location
to another on a road map. In this case, the vertices represent locations and the
edges represent segments of road and are weighted by the time needed to travel
that segment [6].

g = PetersenGraph[5, 3, VertexSize » {10 » Medium}, VertexLabels » "Name",
EdgeWeight » {1, 2, 3, 1, 4, 2,5, 1, 4,3,1, 2, 4, 5, 1},
Edgelabels » {1e=3 51, 1e=4 52, 1653, 2451, 2—~5>54,

2e+752,3¢+5-55,3¢—8>51,4e954,5¢+10-53,6—7->1,

7e+8-5>2,8e249-54,9—10-55, 10—6->1}]
FindShortestPath[g, 10, 3]

{10, 6,7, 8, 3}

FindShortestPath[g, 10, 3];
HighlightGraph[g, PathGraph[%]]
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Hamilton path is a path in an undirected graph that visits each vertex
exctly once. A Hamilton cycle is a cycle in an undirected graph that visits each
vertex exactly once and returns to the strarting vertex. [6]

g = CompleteGraph[7, VertexLabels —» "Name", ImagePadding - 20]

First@FindHamiltonianCycle[g]

{(leed, 42, 27, 7e23,3e26, 625,51}

HighlightGraph[g, PathGraph[%] ]

In graph theory, an Eulerian trail is atrail in a graph which visits
every edge exactly once. An Eulerian cycle is a Eulerian trail which starts and
ends on the same vertex. They were first discussed by Leonhard Euler while

solving the famous Seven Bridges of Konigsberg problem in 1736. [6]
g=Graph[{les2, 23,304, doe1, 426, 405, 325,328,207, 28, 17,

l1ee6, 67,78, 85,56}, VertexLabels » "Name", ImagePadding - 60]
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FindEulerianCycle[g]

{{lee6, 625, 5e28, 87, Teeb6, 6e2d, 4es5,
5ee3, 3028, 8022, 2027, Tosl, losd, dee3, 3e22,2es1}}
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Muosan C. Munusojesuh -

Jenena Henosuh

Bucoka mociaoBHO-TEXHHUYKA MIKOJIA YIKHUIIE

HNudopmaTrixu oxcex IIpernennu pan

PA3BOJ UHTEPAKTUBHOI' COOTBEPA
3A AHAJIN3Y TOKA ®YHKIMJA, HYMEPHUYKO
JUNOEPEHIIMPAILE 1 UHTEI'PALTNTY

1. V600 u yum

Jenan wMany, amM HEONXOZHHM KOpaK Ka 3Be3JaHUM CTa3aMa
MaTeMaTHYKUX ca3Hama, je pa3yMeBame M (DU3UKATHO-BU3YETHO TOMMAambe
MaTeMaTHukuX  QyHKOMja  JeUHHCAHMX Yy  AHAINTHYKO]  (OPMH.
JudepeninjabuinHy ¥ WHTETPATHA padyH YHOTHYBYje jeIHy Ol TUMEH3Hja Y
peTropTH Hayke. JIucKpeTHa MaTeMaTHKa U UTEpaTHBHE U peKyp3uBHE (hopmyIie
yKa3yjy Ha MyT ,,HyMEpUYKOI” HUCIUTHBaKka TOKOBa (QYHKIHja U OMOryhyjy
KOMjyTE€PCKY BHU3YENIHN3alHjy KOja y KpajieM MOMaXke Ja ce IMOYETHH ,,0Mopu’
YKyC MIPETBOPH y ,,MaTEMATHUIKy CIIACT (M) UM CTPACT.

Jlemore MartemaTMukux GOpMH M MOTYhHOCTH MaTeMaTHYKHX
dopMynamyja BojJe Ka BHIIEM HHBOY alCTpPakidje W JOMPUHOCE Pas3BOjy
KpeatuBHe nayxoBHOocTH. OBaj map on bora, uHcnupume y Tparamy 3a
oaroBopuMa koju no0yhyjy HajTajaHCTBEHHUjE ITUMEH3HUjE YOBEKOBOI MOMMAarbha
,»aIICTPAKTHOT” M ,,pallMOHAIHOT” .

Kako pazymeTru rpaHuyHe BpeIHOCTH, Jqumece? Wnu, mojMuTH nejbeme
mynom! Kako mouapatn ymy JlomuramoBo mpaBuno? Kako QusukanHo
»pasymeru” mojam kousepreHuuje? Vim, kako ,,CKIONUTH HJeje KOMIUIEKCHUX

OpojeBa W amncTpaknuje na je ,,KOpeH W3 MHHYC jemaH ( \/—_1) jenHak
uMaruHapHoj jemuauin | ? Jla oM je crBapHO Moryhe MareMaTHYKUM
jenHauMHAMa OIMCATH 4YMTaBy BacesbeHy? KakBa je Qopmyna koja omucyje
,Bemuku Ilpacax”? Konuka je cHara yma notpebHa Jia ce CXBaTe ,,FeHUjaIHU
MunankoBuhen ,,Kanonu ocyHuaBama™? e ce kymyje ,,yna3auna’ 3a ,,CBET
MareMartuke’? ...

OxroBopu Ha MPETXOJHA U CIWYHA MMUTaka MMOCTaBJha)y M3a30BE KOjH
MHCTIMPULIY.

Y oBOM pany je omucaH IMOKYIIaj Jla c€ KPO3 pa3Boj MaTeMaTH4YKOT
codTBepa IonprHECe JIaKIIeM CXBaTalkby MaTeMaTHYKUX GOpMHU M QYHKIHja U3
JIOMEHa HyMEpW4YKe aHalli3e W JUQepeHNNjaOuIIHOT U WHTETPATHOT padyHa.
[loceban akineHaT cTaBJbEH je Ha: HyMEpHUUKE HTEpPAaTUBHE METOAE U I0jaM
uTepalyje  yomiute, Meroae  oapehuBama  kopeHa — anre0apcKux U
TPaHCIEICHTHUX jenHauuHa, oapehuBame nedpuHumonor momeHa (/1) wu

“ milovan.milivojevic@vpts.edu.rs
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CBOjCTaBa MAPHOCTW/HETIAPHOCTH, KOHAYHE pas3uKe H HUXOBY YJIOTY Yy
WHTEpIONAIji, HyMepuduky andepenmjannjy u onxpehuBame excTpema
¢GyHKIHMja Kao 1 Ha HyMEPUYKY HHTETPaIHjy.

Takohje, Texwno ce paspaaun Ttexunke VBA (Visual Basic for
Application) mporpamupama Kao #: YIOTpeOH O0O0jeKTHO OpjeHTHCaHUX
MapagurMy, pa3pagd CTpaTerdje ,,XBaTama TMPOTrpaMCKHUX Tpemaka y VBA
npoleaypaMa ca moceOHUM OCBPTOM Ha opehuBame AeUHUIIMOHNX JOMEHA U
paspagu METOJOJOTHje AWHAMHYKM aHUMHUPAaHUX ,rpapuukux” MpUKasa
(GyHKIIHMja Ha arTHKaIyjcKuM popmama

Konauno wmneja je ma ce codTtBep mpuMmemyje kao ,user friendly”
arIMKaIyja Koja moMaxe mporece ,.ydema’ U ,llouMarmba’ MaTeMaTHKe Kao U
NPOIEC WHKCHEPCKUX MpopadyyHa Yy Pa3UYUTHM JUCIHUIUIMHAMA IOYEB O]
MAIlMHCTBA U TpaljeBUHE Na JI0 TEHETCKOT HHKCHEPHHTA.

[Mopen HaBemeHoOT, MaTeMaTW4KH copTwape-u kao 1mrto cy MatCAD,
MatLab, Mathematica, Euklid, GeoGebra wmu Euler kao u MHOTH Ipyrd KOju
JIOTIPUHOCE Jla ce MpeJena ,,CIyliKumba (Qu3nke” ojaeHe y 4apoOHY oa0py,
WHCIHpaIMja Cy 3a nucare WHTEPAKTUBHOT cOPTBepa 3a aHaMM3y (QyHKIHUja
3aJaTUX Yy aHaIUTU4YKOj (GopMH W JAMHAMHYKY BH3YeJlM3alHjy IMpoleca
nudepeHupama U HHTErpallmje.

2. Mamemamuuka noonoza

Teopujcky MoOIIOTY 3a pa3Boj aIUTUKAIMje YHHE CETMEHTH HyMEpUUKe
aHalM3e ca HyMEpPHYKUM MeTojaMa. TeopHjcke IMOcTaBKE MpEeTOYeHe Cy Y
cinenehe monyne: Mooyn 3a ucnumusarbe moxkoea QynHKyuja jeone npomenvuse
ca noceOHUM O0CBPMOM HA OeUHUYUOHU OOMeH U HOHawarbe QYyHKyuja y
OKONUHU MAYaKa NpeKuoda Kao U Ha peuiasarse KopeHa (QYHyuja pasiudumum
Hymepuukum memoodama, Mooyn 3a Hymepuuxo ougpepenyuparve (Konmaune
paznuxe) u mooyn 3a Hymepuuky unmespayujy. Y TEKCTy KOjU CIIeAN Najy ce
TJIaBHE TEOPHjCKe MOCTaBKe KOPUITNEHNX MaTeMaTHYKNX 3HAmbA.

2.1. Hcnumuearwe epagura ynxyuja

Y Monyny 3a ananu3u QyHKIHja noceOHa maxkma nocseheHa je;

- HymepuukoMm pemaBamy anred0apckux U TPAHCIEACHTHUX jeIHaYMHA

- Hynrom npubnikemy KopeHa

- OppehuBamy KOpeHa ca 3a/1aToM Ta4HoIIhy U

- Metoaama utepaiuje

Hapenuu TtekcT mnpukasyje ongaOpaHe TEOpUjCKE TIOCTaBKE KOjU
NPEACTaBIbajy OCHOBY Pa3BHjeHOT copTBeEpa.
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2.1.1. Umepayuja

Kopenn anrebapckux jeqHaunHa caMo IpBa YETHUPU CTENCHA W HEKHX
TPaHCLUCHJCTHUX jeIHAYMHA MOTY OWUTH Hal)eHH y eKCIUTMIMTHOM OOJIMKY Kao
¢yHKIMje KoeduIMjeHaTa NaTWX jeAHaunHa. 3a BehwHy jeqHauwHa 9Uju Cy
KoeHUINjeHTH 3aJIaTH HyMEPHUYIKH, HEOMXOAHO j€ OrpaHHYerHhe Ha HyMEpPHYKO
M3padyHaBame BUXOBUX KOPEHA, TIa M TO caMo mpuOmmkHO [1].

IIpo6nem pemaBama jegnaumHe f(x) =0 koja je nmedunucana wu
HETMpEeKUJHA y OKOJMHH KOpEeHa, OJHOCHO onpehuBama KopeHa jeonauuwe
peanmiyje ce y OKBUpY aBe (aze:

- ,,A30JI0Bame” penleha, OJHOCHO MPOHATIAKEIHE HYIMO2 peulerbd 1

- onpehuBame Hyne hynxkyuje ca 3axaToM TadHoIIhy

3a oxpehuBame Hyimoe peuterba 4ECTO ce KOPUCTH rpaduuka METOAA.
[uss je ma ce youn DOBOJBHO yCKa OOJIACT Y KOjOj C€ Haja3W caMo jeJaH KOpeH
jennaunne f(X)=0. Iopen KIacMYHOr HAuMHA KOjU TOAPA3yMeEBA LPTAEE
rpaduka (yHKIMje W BU3YCIHOr YTBphUBama O0JIACTH Yy KOjOj CE€ Haja3u
W30JIOBAaHU KOpPEH, YecTO jeé KOpHCHO (GYHKIHM)y 4YHje ce Hyle Tpake
tpancopmucatpu y ook @(X) = w(X) . 3atum ce KoHcTpymiry rpaduim
dynkmja @(X)u w(X)n nahy tauke mpeceka THX rpaduka. AIIMCE THX
Tayaka Ccy jemHake KopeHMMa jegHauwHe. Ha mpumep, Ha ci.l mpukasaHo je
rpaduuko pememne jennaunae GpyHknmje (1).

f(X)=tgx — X (1)

Tpaxenu xopen je mupubmmkao &=4.5. Omnucann MOCTynaK
omoryhaBa Jja ce KopeHH ofpesie ca MaioM TadHomthy. 3aTo ce Te BpeIHOCTH
y3HMajy caMo Kao Hyima anpoKcumayuja.

Hpyra daza npobiema cactoju ce y oapehuBamy KOpeHa ca KeJbeHOM
tayrotthy nonazehu on wyime anpoxcumayuje. Y npakcu ce Hajuenne KOpUCTH
HeKa Oj1 MeToja wurepanmje, Tako mro ce jennaunna f(X)=0 mpesomm y

exkBuBajeHTHH 00iMK X = @(X) . Ipenas Ha HOBH 00MMK X = @(X) MOXke OUTH

W3BPILIEH Ha pa3JIMuuMTe HAuWHE, INTO YTHYe Ha Op3WHY KOHBEPreHIH]Yy Y
HaJIAKEHhY peliema. Y CyKIECUBHUM Kopaluma 3aMeHe Xg, X1, Xz ... YMECTO X Y

jemnaumnn X =@(X) mobmja ce X, =@(X,) X, =@(X), X3 =@(X,)...,
X, =@(X,,), CBe MOTNE JOK y IpaHMIAMa JKeJbeHe TAauHOCTH He Oyje

X, = X,_, . 'eomeTpujcka nHTEpIpeTanuja METOIE UTEpaLje 1aTa je Ha CIL. 2.
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A v ; A y
\/=¥X
| 1Y <«--
|/ | =l
/ I |
; I | v
/ | - - A
// I I A
H |
e I : I
4 I & X
| > . >
20 A0 R X X ¥ X %
Crnuka 1. Crnuka 2.
I'paduuka MeTona IpUOIMKHOT I'eomeTpujcka HHTEpIIPETAIja METOIC
onpehuBama kopeHa QyHKIHje uTeparuje

[la Ou ce 00e30eqMIIa KOHBEPTEHIIM]ja UTEPALIMOHOT TIPOoIieca jeIHAYMHA
f (X) = 0 ce moxe Tpancdopmucaru kpos mehyobuke (2), (3) u (4):

A-f(x)=0 )
A-F(X)+x=X (3)
o(X)=A- f(X)+x 4)

rae je A KoHcTaHTa Kojy TpebGa Oupard Tako aa Oyje

9'(¥) <1, na

HWHTEpBaILY [a, b] Ha KOME C€ HaJIa3u U30JI0BaHU KopeH [1].
2.1.2. Memooa Fbymna

Hexa je nara jenquaunna f(X) =0 koja je nBa nmyra qudepenumnjabuina
y OKOJNMHH TpaxkeHor kopena, pu uemy ¢y f'(X)#=0u f"(X) =0 u crammor

cy 3Haka. Takole HEKa ToOYETHA alpPOKCUMAaIUja Xo MPUIIaIa IaTOj OKOJIWHHU U
Heka je ca h o3HavyeHa BPEIHOCT 3a KOjy Bk jeaHadnHa (5).

f(x, +h)=0 (5)

O6uuk (5) Moske ce pa3Buth y TejliopoB pell y OKOIHHH Tauke Xo (6).

fUO+M:¢(%)+u—xQ-V@Q+£§1¥X~f%%)+m:0 (6)

OpbanyBameM 4WIaHOBA pesa KOjU calpike U3BOJE BHILIE O] IPBOT pena
U yOIlIITaBameM, 100uja ce jeqHaunHy 3a oxpehuBame NMpHOIMKHE BPEAHOCTH
kopeHa (7):
f(x)

'(x)’

X = X —

(k=012,...,n) 0
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Ha cn. 3 nara je reomerpujcka uHTepnpeTanuja tbyrHoBe merone 3a
cnyuaj naje f(x,)>0, f'(x,)>0,u f"(x,)>0. Ureparusuy dopmymna ce
NpUMERbyje 0K Ce JIBE y3aCTOIHE MTEpAIHje He MOKJIONE y TPaHUIaMa 3a1aTe
TAYHOCTH.

2.1.3. Memooa ceuuye

JenHa o BPIIO pacTipoCTParmbEHUX MPUOIMKHUX METOJA 32 PEIIABAE
jennaunna f(X)=0je merona ceuntie (ci. 4).
A

y
0
Crauka 3. Crnuka 4.
I'eomeTpujcka HHTEpITPETAIIN]a I'eomeTpHjcKa HHTEpITPETAIIN]ja METO/IC
BbyTHOBE MeTOMIE ceunre

AKO ce 3a HyITy anpoKHCHMAaIdjy ofadepe HEKH Opoj Xo U3 cerMeHTa
[a, b] U TIOBYYe ceuuna Kpo3 Tauke Ao U b, mpBa anpokcumanuja kopena ouhe
anmmca X; mpeceka TetuBe Agb ca x ocom. [loHaBibameM mocTyrnka no0uja ce
HU3 Xg, X1, X2, ..o , Xn+1 s -... IPHONMKHUX BPEIHOCTH KOpeHa. PekypeHTHa
dopmyna (9) ce mobuja mpecekoM jemHaumHe ceuuile (8) Koja mpoiyia3u Kpo3
tauke A(X,, f(X,)) u b (b, f(b)) u X oce.
y_f(xn) :X_Xn (8)
f(b)— f(x,) b-x
o b=x)- ()
Xog =X,y — _
f(0) - f(x,)

©)
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2.2. Konaune pasnuxe u Fbymmnos unmepnonayuonu noauHom

[Momro xonaune paznuxe M uHMeEPROIAYUOHU NOAUHOMU TIPEACTABIBA]Y
OCHOBY HYMepHYKOT audepeHIupama y HAacTaBKy ce JAaje MpHUKa3 OCHOBHHUX
TEOPHjCKUX TT0jMOBa KOjy cy Omnn turatdopma 3a pa3Boj codraepa.

AKO ce HM3y EKBHIWCTAHTHHX Tadaka Xg, Xi, ... , Xn, TIPUIPYXKE
Bpeanoctn Qyukumje Yo = F(X,), Yo =f(X,), .., Yo =T(X,)., onma ce
pasnuke (10)

Y1 = Yo =AY, Yo — Y1 =4y, Ys =Y, =AY,,...... >
Yo = Y1 =AY, (10)

Ha3MBajy ce KoHaunum pasiuxama npeoe peoa dynxuuje T (X) . Paznuke

MPBUX pas3liiKa Ha3WBajy ce pa3jinKama APYyror pena (GyHKIUje U u3padyHaBajy
ce nomohy yornmrene ¢popmyne (11),

AYor =AY, =AY =Y, =2 Yoy + Yoo (11)

AmnarnorHo ce aedpuHuITy KoHauHe pasnuke Tpeher pexa, uta. Konauna
pasnuka pena k<n nmedunumie ce momohy jemnaumHe (12) Ha Ga3m paznmka
HPETXOIHOT pefa :

A Yi = A Yia — Ak_lyi (12)

Konaune paznmke ce decTo 3amucyjy y OONUKY AHMjaroHaIHe TaOiHIIe.
Konaune paznuke omoryhyjy yBun y “crenet riuatkoctu” ¢ynkiuje. [Ipu Tome
BEJIMKY yJory urpajy cienehe reopeme [1] koje ce HaBoze 6e3 Tokasa:

Teopema 1. Axo je ¢ynxyuja T (X)norunom cmenena n ca
najcmapujum unanom agX" u h xopax mabauye, mada 3a 6uno koje K<n paznuxa
ﬂ'-kyje noaunom cmenena n-k ca najemapujum unanom n((n-1)( n-2) ... (n -
k+1)agh*x™ .

[Mocnenuna teopeme je aa je 3a nonunom Y = f (X)crenena n, pasnuka
N-Tor pela KOHCTaHTHA U HW3HOCHU A y= n!~a0 -h".

Teopema 2. Axo cy xonaune pasiuke n-moe peoa 3a 6uio Koju kopax h
koncmanmne, mo je nocmampana gynkyuja T (X) noaunom n-moe cmenena.

Ha HaBenmeHuM TeopeMama 3acHUBA ce cienehie MpakTHYHO MPaBHIIO:
CTETEeH MHTEPIOJIAIlOHOT MMOJIMHOMA TIPY alpOKCHMAaIldju OUpaTH Tako Jia ce OH
MOKJIala ca peJoM MPaKTHYHO KOHCTATHHX KOHAYHWX pasnuka. HaBogm ce
npumep:

Ipumep 1. Onpenntn komaune pasmuke Qyskmmje f(X)=Xx* 3a
Bpennoctu x=0,1,2,3,4,5,6,7,8. Pewere je y Tabenu 1.
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Tabena 1. [Ipumep onpehuBama KOHAYHUX pa3jIvKa

X 3 Ay A%y A3y Ay A%y
0 0 1

1 1 15 14 36

2 16 65 50 60 24 0
3 81 175 110 84 24 0
4 256 369 194 108 24 0
5 625 671 302 132 24 0
6 1296 1105 434 156 24

7 2401 1695 590

8 4096

3a MHore mnpoOjeMe MpakTHUYHE MPHUPOAE y AOMEHY HYMEpPHUKHUX
METOJla HEONXOJHa je ymoTpeda WHTEPIOJAIMOHUX IOJMHOMA. [IpumapHu
HIOJINHOM Y OBOM JIOMEHY j€ npeu uHmepnoaiayuoHu noiuHom Fbymua npukasan
MoMohy KOHaYHUX pa3nrka y jenHaunau (13).

P :y0+uAyo+u(u2'_1) A2y0+u(u _1;(“_2) A Omu(u—l)(u—i?...(u—n+1) ATy, (13)

X—X

rae je U= 0 , @ h Kopak eKBHIMCTaHTHHUX HHTEPIIOJAIIMOHMX

Tayaka.
Jennauuna (13) omoryhyje dpopmuparme HHTEPIIONIAMOHOT MOJUHOMA 32

L0 T06)5 (% TOG))5 (s FO6))F

onpehusame npudmmwkne Bpeanoctn dynxumje f(X,)3a 3agaro X, , npu uemy

HU3 3aJaTux rnapoBa nIn

ce y amnpoKCHMalWju MPaKTHYHO W€ 1O KOHAYHMX KOHCTAHTHHX pa3JMKa
(KOHaYHUX pa3NMKa KOje ce CTaOMITHO TIOHAIIA]Y).
Hasoau ce nmpumep:

Ipumep:. 3a pynkumjy 3anata tabenama 2. u 3. onpeautu f(1.73)

Tabena 2. [Toganu o Taukama QyHKIHje

X 1,72 1,74 1,76 1,78

f(X) 0,179066 0,175520 0,172045 0,168638
Tab6ena 3. Konaune pa3nmke 3a mogatke u3 Tabene 2.

X y Ay Ay Ny
1,72 0,179066 -0,003546
1,74 0,175520 -0,003475 0,000071 -0,000003
1,76 0,172045 -0,003407 0,000068
1,78 0,168638
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Pemiewe: YV oBoMm mpumepy je x0=1,72; x=1.73; h=0,02;
u_1.73—1.72_1_

0.02 2’

1 1 11 1
. G > G-D-G-2)
f(1.73) = 0.179066 + re (—0.003546) + > -0.000071+ =—~=——+*~=——-(-0.000003) =

2-3
0,179066 — 0,001773 -0,000009=0,177284
Jobujena BpemqHOCT ce MOKJana ca BpeaHolhy Koja ce qo0uja momohy
bynkmmje  y=e ""°=0.17728441 jep Tabema 3. mpeacrariba

eKCIIOHEHIMjaTHy QyHKIHjy Y =€ |
2.3. Hymepuuko ougepenyuparve

Hymepuuko  nudepenumpame je  3acHOBaHO Ha  IbyTHOBOj
vHTEpronauonoj  ¢opmyan. Dynxumja  f(X), xoja je n  nyra
nudepeHnnjabuIHa Ha MHTEpBaTy [@,h] MoXe ce anmpoKCHMMHUpATH MOJIUHOMOM

(13), omHocHO MOXe ce, y3uMmajyhm y o03up mqojaTak, HamucaTH y Kpahem
o0nuky (14),

f(X)=P,(X)+R,(X) (14)
3aHeMapHuBameM OCTaTKa J00H]jajy ce u3Boau (15),
f'(x)= P, (x); T"(X) = P/(X);...; £X(x) = P®q(x) (15)

CykuecuBHuM audepenuupameM noiaunHoma (13), ysumajyhu y o63up
(16) nobwujajy ce uzBoau (17)
dy dy du dy 1

= = (16)
dx du dx du h

1 1 1 1 3 11 1

=2 AY, +(U-DAY +(EUP—u+ DAY, + (U - SuP U - D)AY,

y h{ Yo+ (U=2)AY, + (5 PAYe + (U= U D U= A, }
" 1 2 3 l 2 3 11 4 ]
=AYy, +U-D-Ay, +(Z-U°—=-u+2)-A'y, +...+...| (17)

y hz[ Yo+ (U=D) ATy, +(5 5 U A

Kana ce u3Bonu padyHajy 6am y Tauku X = X, , IperxonHe Gopmyie cy
3HauajHo jeaHocTaBHUje (18),

1 1 , 1 ., 1 .,
== Ay, — = Ay, + =Ny, - = Ayt
y h|: yo 2 yo 3 yO 4 yO :|
" 1 2 3 11 4
=—|AY —ANYy +—=— A"y .. +.. 18
y hz[ Yo Yo+ 152 Yo } (18)

O6sniu jennaumna (17) u (18) cy npeacrapsbaiv MOIJIOTY 3a PasBoj
aruIMKalyje MprKa3aHy y OBOM pajy.
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2.4. Hymepuuxa unmezpayuja

®opmyne 3a TpUONMMKHO W3padyHaBame OfpeheHuX HHTerpaia
Ha3uBajy ce keaopamyprum Gopmyrama. KBagparypue dopmyne 0a3upajy ce
Ha IpuoOIMKkHOj popmym (19),

b n—1
[109-dx=3 ¢y, (19)
a i=0

rae je Cj KOHCTaHTa oJf uujer m30opa 3aBUCH OONMK KBaJpaTypHE
dopmyrne. Axko ce momuHTerpanHa (QyHKIMja (MOJUHTEPBATH Xk, Xk+1])
anpokcuMupa nonuHoMoM (13), moOujajy ce peaom keadpamypre popmyie:
- @opmyna mpaBoyraonuka (20), ako ce y TMOIMHOMY 3aApKH Camo
IIPBU 4JIaH
- TpamesHa ¢opmyna (21), ako ce y moIMHOMY 3apKe MpBa JBa YiIaHa
"
- CumricoHoBO TmpaBwio (22), ako ce y TOJIMHOMY IIOCMaTpaHU
HOAWHTEPBAT MHTEPBAT [Xk,Xk+2] AMPOKCHMHpPA TOJUHOMOM JPYror

CTCIICHA
b

jf(x)-dx;h-[f(x0)+f(x1)+...+f(xn)] (20)

a

f(x)-dx = h-[w+ F(X,)+ .t f(xnl)} @1)

F(X)-dx = h-{F (X)) + F(Xy)+4-(F(x)+ F(Xg)+.t

D C— T QD C— T

(22)
f(Xpn1 ) +2-(FO) + F(X) +.o+ T (X))}

3. Cmpyxmypa u interface anauxayuje

Amnvkamnuja ,,Marematuka U 3 Kyriie clajgonena’ je KpeupaHa Kpo3
MOJIyJIC KOjU TPEKPHBAjy pa3IinduTe 00JAaCTH MaTeMaTHKE CPEIber HHBOA
(cpenme mKose, BUCOKE IIKOJIE, (DAaKyJITETH...) U HAMEHECH j€ 3a ,,JJaKIe” yueme
MaTeMaTHKE U IPUMEHY Y HHKEHEPCKO-TEXHUUKUM MIpopadyHuMa (ci. 5).
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Martematuka u 3 Kyrne cnagoneaa ]

I

o B ™ Decusmumoru Doven /
OyHKumie
{ — / MapHocT / HenapHocT /
WHTerpanu

‘ '/ Tpaduk dvHKuMie /

""" L —7 Hvne dvHkumie /
ManVILle I 7 TnaneaHN NNARKMN /
ll] _7/ KoHauHe naznuke /

i BepoBaTHoha ...

Cnuka 5. CTpykTypa anukanmje ,,MatemaTuka u 3 Kyrie clajgoneaa”

Amnrkangja je KpewpaHa ca HamepoMm mga Oyae user-friendly. Hben
interface je mpukasan Ha ci1.6. 3a 6p30 yuerwe y mporpamy je aeduHHCcaHa
ornenHa QyHKIHMja Koja ce aktuBupa omujom Demo funkcija koje ce nHamasu
npu BpXy ekpaHa. OyHKI#ja nMa oouk (23)

y = f(x)=[sin(2-x)-0.9—3 (23)

Matematika i TRI KUGLE SLADOLEDA & 2010 & M. Milivojevic # L j.Dikovic # J.Nedovic

Meni

Formula: model> abs(sin(2%)-0.9%¢)-3 [-4,6]N70 _ Demo funkeiia W
i)~ [BEGEIET W m.
1000
GanieIntervla  AMn[Al [y xMaxls] 6 - i 2
Funkcija je PARNA
Broj tacaka [max 100] ]
Tacnost Epsion [primer: 0.001]  [Tgger |

Funkciia y-fx)

Nule Funkeije

x ¥

N, e

_ - — - S — |
X jem] -2,24842169157898 4,39369457139627E- 04 |

2,24517793993446

iseosesmsszor |

| —

_ : 74 : i i ) i i

Cnuka 6. Interface ammkaruje

Hakon axtuBupama DEMO funkcije, mporpam mocraBma yHampen
neduHUCcaHe BpeIHOCTU [ panuya unmepsana y KojuMma ce IprKasyje u UCIUTYje
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¢byukuuja, bpoja mauaxa 3a ,,0KkBUpHO” HcUpTaBambe (QYHKIHUjE Kao W 3ajaaTe
Taunocmu 3a onpehuBame nyma ¢ynkuuje. llopen HaBezene QyHKIHjEe
KOPHCHHUK MOXKE 3aJaTH IPOM3BOJbHY (YHKIH]jY, ¥ ITOCTABUTH HapaMmeTpe Io
KeJbH, momTyjyhn yoOuuajeHy MaTeMaTHYKy HOTalWjy NpH ,,HACIUCHBAY
dbyukuumje y text box-y 3a yaoc jemnauunne QyHKItuje.

lopmu necHM 1eo ekpaHa HaMEHEH je 3a HCIHUTHBambe JeuHHUITOHOT
Homena (A1) un ogpehuBame ,,iapaoctu” ¢pyHkuuje. O6mact nepuHUCAHOCTH U
WCIIHTUBAaKkE MAPHOCTH CE pean3yje 3a 3aJaTu uHTepBal. Takohe, kako je ped o
HyMEpPHUYKHM METOJaMa 32 WCHHUTHBAakE OBUX CBOjcTaBa (PyHKIMja, MOXE ce
3amaBaty ,,(puHOha” mpetpara. Ilporpam ayroMaTH30BaHO ,,HCIIUTYj€ 00IacT’ H
nedunue Moryhe wim cTBapHe BEpTHKAIHE aCHMIITOTE, 33 Tauyke MpEKuaa M
TeHEpHUIE TIOpyKe O KapaKTepUCTUYHHM  BpEJOHCTUMAa M  Tadkama
HeneuHrcanux 30Ha. llopen HaBemeHOT, aruMKandja ,,HyMEpUYKH HCIUTYje”
O0COOMHY TMapHOCTH/HENMApHOCTH (YHKIMjE. Y HUbY carjieflaBama TeHEPaJHOT
m3riena ¢yskuuje, nomohy komananor nyrmera Grafik, amimkanmja Ha
Iujarpamy JoJe JIeCHO, naje Tmpuka3 3aaare ¢yHkmmje. Moryhw mpexuan,
obnacTu HeneUHUCAHOCTH WM pa3induTe Gpopme run-time rpemaka software-
CKH Cy mpenynpelhene.

Komanmgro myrme Metod Secice, aktuBupa Momyn koju oapelhyje myie
¢yaknmje ca 3amarom TauHomrhy. Paspaljena je m kopumhera wuTepaTHBHA
Merofa, Merona ceuune. OcTane UTEpaTUBHE METOJE Cy IUIaHHpaHE 3a JajbU
pa3Boj alUMKalWje W WCIHTHBama Op3WHEe KOoHBeprenmuje. lIpBe Tpu Hyne
(ykonuko (yHKIMja WMa BHIE HyJa) HCIMCYjy C€ HAa KOMaHIHUM AyrMaanMa
Ha cpenuHu ekpana. Takole, cBe Hyse (0e3 003upa Ha Opoj ce 3amucyjy y
spreadsheet-y rope necHo ca ocHOBHMM mapamerpuma ¢GyHKIHje. JleTabHuju
NpHUKa3 HyJla ca aHMMallijaMa Kpeupa ce y Iijarpamy JoJie JIeBO.

Hymepuuko  gudepeHumpame  peanu3oBaHo  je  HbyTHoBUM
WHTEPIIOJIAIIIOHOM TOJIMHOMOM 10 KoHuenTy Koraunux Pasznuxa. Ilporpamcku
je peweH neo 3a onpehuBame mpBor u3Bona (y’). Ocranu enemeHTH (Ipyru
W3BOJI, EKCTPEMH, IIPEBOjHE TAUKe...) IIAaHUpaHH ¢y 3a Oymyhu pasBoj.

Interface ¢popme koja ce noOUja aKkTHBHUpamEeM OOpadyHa MPBOT U3BOJA
JlaT je Ha ci. 7.
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Diferenciranje & 2010 & M. Milivojevic [ Lj. Dikovic / J. Nedovic

abs(sin(2*x)-0.9*x)-3 | Diferenciranje - Konacne Razlike

xMin xMax
= &

y'=f(x) 22?

X
]
= i
[[02

Crmuka 7. [ujamomkm OKBUP 3a ofipehuBame MpBOI H3BOAA Y3
aHUMAIIH]y

IIporpam onpelyyje BpeaHocT mpBor m3Boga y'=f"(x) 3a 3agary Tadky,
OJTHOCHO ammucy X. BpemHoct 3a X ce 3amaje nomohy SrollBar-a wiu ce yHOCH Yy
TextBox wucmon nadene X. IIporpam npukasyje NpuOIMKHY MO3UIH]Y TaduKe Y
o0JIMKY JKyTOr Kpyra 300T BH3yenu3alMje W 3a 3aJaTy TYCTHHY WHTepBaja
bytHOBOr WMHTepmonamuoHor monmmHOMa, Tomohy Kowauwux  Paznuxa
W3padyHaBa BPEAHOCT MPBOT M3BOJAA. BpemHoctu mpBOr u3Boga y '=f(x), 3a
3aaTy Tauyky Kao W oaroBapajyhm yrao Harmba TaHTCHTE y 3aJaTOj TadKH,
npuKasaHe cy jgoine jnecHo. IIporpam y peamHom BpemeHy omoryhyje oOpadyH
TIpBOT M3BOJA ) '=f"(X) My 3aaare QyHKIHje Y3 3aHUMIbUBY aHUMAIIH]y.

Ogaj Mozy1 je HaMeH-eH 3a npaheme Op3uHe MpoMeHa Heke BapHjadie.

Hymepuuka wuHTerpanuja je paspahleHa 3a meromy ojpehuBama
PumanoBor onpehenor wuHTerpama mo memoou mpanesa. Octane MeETOJE:
Memooa npasoyeaonuxa n Cumnconoséa memoda TUTaHUpaHE cy 3a Oyayhu
pas3Boj. Software-cku Moays1 Koju 0OyxBaTa OBy 00JaCT IpUKa3aH je Ha CII. 8.

|2

Rimanov Integral & 2010 & M. Milivojevic / Lj.Dikovic / 3. Nedovic

abs(sin(2*x)-0.9*x)-3 | Rimanov odredjeni integral
*Min x*Max
=1 [

Granice Integrala

Cnuka 8. ®opma 3a onpehuBame PumanoBor nHTETpana
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Oynknmja 3a kojy ce pauyHa Oxapehenn unTerpan (24) je nmpukazaH Ha
KOMaH/THOM JyTMETY y TOPH-0j 30HH eKpaHa.

b
| =j f (x)dx (24)

3anaBameM TpaHHUIla HHTErpaia (J0mke rpaHuIe-a; WA TOPH-E TPaHuIe-
b) momohy ScrollBar-oBa, y peannoMm BpemMeHy ce oOpadyHaBa BPEIHOCT
WHTErpajia y3 BU3yeau3alujy Ha aujarpamy y cpeauan popme. Takohe, Mmoxke ce
MOJIECUTH TAYHOCT MHTETpaIuje moMohy nojemanama I ycmuneldnmepsana.

VY nmajeM TEKCTy ce HaBoje 0Ja0paHd KapaKTepUCTUYHHU MPUMEPU
(dhyHKIHja ca MUJbeM yIo3HaBame MoryhHocTr paspaljeHe armumukaiyje.

[lpumepu ucnuTHBama TOKa jeqHE pasjoMibeHe (25) M jeaHe mapHe
tdhynkmje (26) matu cy Ha ci.9.

3
X—2
f(x)= (2—) , Ha unHTepsany [-20,20] (25)
(X +x+1)
: 42
f(x)= |Sln(2 . X)| - X" —X° =10, na unreppany [-5.5,5.5] (26)
stk TH KU SLBOLED 7000 M. Niwjrc i Dhorc LYo — " stk TH KU SLBOLED 7000 M. Niwjrc i Dhorc LYo —
= — == —
=i (SO @@= . =i (G @ =ds o
~~ R —— m e = R —— @ -
o f—— ] e —c
e mipne o] [ s [ e anipne o] [ e
————————————————— pucirice —————————————————— ue tnice ]
) [E— _— [E— ] —
CH— B v [ e | .E B e | B o | .E
M e W e
= W o — T T | W | —
~~~~~ e = ! I =
7 == | | B ; i
= Trr— 1”,\ fﬂ\]f = i rrr—
1 = e s =
0 | . ” —
== ==

Cnuka 9. ['paduiu u kopenu orneHux QyHKIHja
[Mpumepu onxpehuBama HpBOr M3BOJA M HM3padyHaBama HHTErpaja 3a
nBe ornenaHe napue ¢pyukiuje (26) u (27) natu cy Ha ci. 10.

2
f(x)=‘x —].‘,HaI/IHTepBaJ'Iy [-1.3,0.1] 27)
Diferencranje & 2010 & M. Milivajevic / L. Dikovic J 1. Nedovic = [Ramanoy Integral & 2010 & M. Mirepen | 1y Diconic | 3. edovis i
abs(sin(2°))" " 4210 Diferendranie - Koname Razlike e | Rimano odredjentinegral
=y i
Y=Fx) 222 R
= N
=N TR
J ) . ]'f()dx
PET e mow M
| “
[ 300703 /808 |

Cruxka 10. I[IpBu u3Box u oapeheHn nHTErpai 3a 3a1ate mapHe GpyHKIHUje
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[Ipumep ucnuTaBama rpaduka GyHKIHjE ca BEPTHKATHOM aCHMITOTOM

1
(paBHOCcTpana xumepGoma, f(X)==) wu Toka KOMIUIEKCHE (QyHKIHje
X

f (X) =—e” -sinX-|X| gar je Ha ci1. 11 u ci1. 12, pecrieKTUBHO.
J p

i
-

Déerencranje & 2010 & M. vagevic L. ikowic | 1. Nedowic x|

-exp{x)(sin(x) abs(x)) Diferenciranje - Konacne Razlike
i ax

Pt BN (A e i
y=fid=
s il [ oemE [T
meern
=

i
[l
i

|
h

|
I|
|

i

e

Cnuka 11. PaBHOcTpana xunepOomna Cruxka 12. [IpBu U3BOJ KOMITJIEKCHE
¢byHKIHje

4. FOSS software

ITocToju Benmku Opoj MaTeMaTHYKHX IMaKeTa OMINTe HaMEHE KOjH ce
Mory mpey3etu ca MHrepHera, jep mpunanajy kmacu FOSS (Free Open Source
Software) mporpamckux anata. HaBome ce kpaTku mpHKa3u JBa onaOpaHa
maremarmiuka nporpama: Euler u GeoGebra [5].

Euler je Gecrumaran u Open-soUrce HyMepUYKH MPOTPAMCKU MaKeT KOjU
je Ju3ajHUpaH 3a BHIIM HUBO MAaTeMaTHKE, Kao INTO Cy HyMEpPHYKe METOIE,
onTHMHU3anMja U cratucThka. OBaj MporpaM MOXKe Jla pagdl ca peasHuM |
KOMILJIEKCHIM OpojeBMMa, BEKTOpHMa W MaTpullaMa U MOXE Ja TeHepulle
2D/3D npukaze qujarpama.

GeoGebra je nuHamu4yan mareMaTHYKH cO(TBEp 3a IIKOJE KOjH CIiaja
reoMeTpHjy, anreOpy W padyH. Moxke omepucaTH ca Taykama, BEKTOpUMa,
CEerMEHTHMA, JIMHUJCKUM M KOHMYHHUM IIpeceliuma, Bapujadiiama....0pojeBuUMa.
OBaj mporpam y3 BU3yeJIM3alljy pellaBa MHUTamke HYMEPUYKHX MHTErpanuja u
mudepeHnyjanuja. Takohe, MoXe ce KOPUCTHUTH 3a BHU3yeNHU3alUjy JI0Kaza
reoMmeTpujckux Teopema. Ha ci. 13. u ci 14., nmaru cy npukaszu 3D aujarpama
(Euler) n uzrnena pagnor okpyxema GeoGebra codpraepa.

»Jlomahu” coTBep NpuKazaH y paay NpOTKaH je CIMYHUM HJIejama.
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R

Crnuka 13. Crnuka 13.
I[Mpuka3 nujarpama / Euler IMpuka3 expana / GeoGebra
5. Hdamwu pazsoj

Bynyhu pa3Boj codrBepa Omhe ycMmMepeH Ha OTKIamame YOUCHHUX
HEJIOCTaTaka M TpPOJIOp y JApyre oOnacTH MaTeMaTtuke (Marpuie, CHUCTEMH
jemHaurHa, BWINEAMMEH3WOHHM MpOOJIeMH, BepoBaTHOha M CTaTHUCTHKA...).
Takohe, mnaHupaHa je MUrpandja Ha TOTIYHO OO0jEKTHO OpjEeHTHCaHO
nporpaMupame U yeMmepeme ka cloud computing-y. JIpyrum peunma, 1jiaH je aa
arMkanyja Oyme mocraB/beHa Ha Web-y ca mMoryhHocTHMa HWHTEpaKTHBHE
yrotpeoe.
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(hakynrer
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*
Munau B. XKusanosuh
Bucoka mkoyia CTpyKOBHHX CTyIHja 3a 00pa30Bame BacuTaua
Kpymesan IIpernennu pan

I'EOT'EBPA U TEOMETPUJCKA
MECTA 3HAYAJHUX TAYAKA TPOVTIJIA

3aganu oxpehuBama TEOMETPHjCKOT MecTa Tadaka Yy pPaBHH Koje
3a/I0BOJbABAjy HEKE 3a/aTe yciIoBe chagajy Mmely Teke mpoOieMe y HacTaBH
TeOMETpHje y OCHOBHO] W CpeAm0j IIKONW. AIUIMKAaTUBHH IPOTpaMH 3a
JUHAMUYKY T€OMETPHjy CYy J0CTa OJaKIIaIN pellaBarkeé OBUX 3ajaraka. Jeman
TakaB, y HOBHje BpeMe CBE IMOIyJIapHUju, mporpam je GeoGebra. 3uauajHo je ma
je TporpaM IpeBeIeH U Ha Halll je3UK Te Ce MOXKE JIAKIIE HAyYUTH U KOPHCTHTH.
Y oBom Tekcty hemo mpumenoMm ¢ynkmnmje Trace on (YKibydd Tpar), OBOT
nporpamMa 3a Tadke, NPEeIOYMTH MOTYNHOCTH pelaBara HEKHMX 3ajJaTraka o
TEOMETPHjCKIM MECTHMMa 3HAYajHUX Tadaka TPOYIJa. 3a JaTy Tauky (yHKIH]Y
Trace on Hajuemhie ykipydyjemMo Ha cieneha nBa HauuHa. [IpBO JDBOCTPYKUM
KIIMKOM Ha JKeJbeHy TauKy OTBapa ce MEHH 3a HeHO peleuHucame. Y JIeBOM
IomeM yriay MeHHja m3abepemo ommmjy Object properties. OtBopuhe Ham ce
MEHH KOjH Ha JIEBOj CTpaHH UMa CIHMCaK CBUX o0jeKara ca CIMKe U 6 je3nvaka
noJMeHuja 3a oapehuBame nogatHux ocoOmHa objekata. M3abepemo mpBu of
THX je3nyaka, Basic u y meroBom namajyheM MeHnjy 4ekupamMo komaumy Show
trace (cmuka 1).

|2 bjectProperties X/
| Objects Basic Color Style Algebra Advanced Scripting
+ Circle
+Image Name: J
7 Ir!pul Box Definition: Point[k]
+ Line
# Number Caption:
= Point
2 A [“1Show Object
+B
2 C [¥ Selection Allowed
D
E [“1Show Label: Name
F
G “1Show Trace
» 6,
H- []Animation On
|
2d CIFix Object
K " )
1 [ Auxiliary Object

l / Delete \ Apply Defaults | ‘ Close J

Crnuka 1.

“ mzivanovic@vaspks.edu.rs
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Hctu edexkar mMoxeMo NOOMTH KIMKOM [ECHHM TacTepOM MHIIA Ha
omabpany Tauky. OTBapa HaM ce TaAajyhn MeHH y KojeM Takohe Moxemo
yekuparu onmrjy Trace on (cnmka 2), mocne dera he m3abpana Tauka OCTaBJbaTH
Tpar MpH CBOM KpeTamy Ha paJHO] MOBPIINHHU.

Point S

v *. Show Object
v +» Show Label
& Trace On

[# Copy to Input Bar

Rename
i/ Delete

[] Object Properties ...
Crnuka 2.

VYxspyunBameM ommuje Trace on 3a HEKy 3HadajHy TadKy TPOYyIJa Kajaa
Cy IBa TeMEHa Tpoyria (ukcupaHa, a Tpehe MOKpEeTHO, no0ulieMo myTamy
nocMaTpaHe 3HauajHe Tayke Tpoyria y (yHKIHjU MOJ0XkKaja IOKPETHOT TEMEHa
Tpoyria. Ha Taj HaumH y camoj aHanm3u npodieMa J001jaMo BU3YEITHO PelIeHe
(unejy) mra 6 TpaxkeHO TeOMETPHjCKO MECTO Tadyaka Moriio na oyzae. [Ipeoctaje
aHAJIMTUYKH JICO pelllaBama MpodiemMa, oipehuBama jeHauYnMHe, WK CHCTEMa
jelHaunHaA, WIM HEjeJHAYMHA KOje 3a/10BOJhaBajy 3aXTEBaHE YCIOBE. Y OBOM
TeKCTy heMo ce OrpaHMyYMTH caMO Ha CIIMKY TPaK€HOT I€OMETPHjCKOTI MecTa
Tavaka, 0e3 oJjpehuBama BIXOBUX jeTHAYHHA.

[TornenajMo KOHKpETHE TIPUMeEpE:

Ipumep 1. OnpeIuTH TeOMETPUjCKA MeCTa OCHOBHHX' 3HAYajHHX
tayaka Tpoyria ABC, ako cy ¢ukcupana merosa temena B u C u ynmja je
BUCHHA U3 TeMeHa A jexHaka natoj ayxu h, .

Pewemwe: V nporpamy GeoGebra uzaGepumo nBe puxcupane tauke B
u C. Kpo3 mux mocraumo npaBy a. Ca obe cTpaHe mpaBe 8 KOHCTPYHIIIHMO
npase P, U P, uuje je pactojame on npase a jexHako xaroj ayxu h,. Ose
npaBe IpelcTaBbajy reomerpujcka mecra tpeher temena 4 tpoyrma ABC.
Youumo J1Ba TakBa MOJIOXkKaja TPOYTJia Kao Ha CIUIH 3.

1 .
Ilon ocHOBHUM 3HayajHMM Tadkama TpOyIja IMOApPa3yMeBaMoO: TEXKUIITE,
LIEHTap yNHCaHE KPY>KHULIE, LIEHTap ONMCAHE KPY>KHULIE U OPTOLIEHTAp.
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P4 A1

Py

Cnuka 3.

Onpeanmo texumra G, u G, Ta aBa TPOyria U 3a TEXKHIIHE TYKH U
CpeIuIITa CTPaHUIIA TPOYTIiia UCKIbyuruMo omijy Show Object, a 3a TpoyriioBe
ABC u A,BC y mennjy Object Properties y kapruuu Style ommujy Opacity
ceectu Ha 0 pagu Gosse mpernensoctu. Taukama G, u G, npomenurtn 60jy
(peuMo y LpBeHY) U yKJbyduTd uM omiujy Trace on. 3abparu tauke A u A,
U ca OPUTHCHYTHM JIEBMM TacTepoOM MHIIA IIETaTH MX HO mpaBama P, U P,.

Tauke G, u G, he octaBuTH Tpar cBOje MyTame KOjH MPEACTaB/ba TPAKECHO
TeOMETPHjCKO MECTO TeXHINTA (cIHKa 4).

P{ Ay

T
h T~

\ G;

3 A
G

hy /

Crnuka 4.

Ha ciuim 5 ce BUOM Jia jeé T€OMETPUJCKO MECTO ILIEHTapa ONMCAHOT
kpyra tpoyria ABC mox 3agatuM yciaoBuMa jeIHAKO YHUJH JIBE TONYIIPABE ca
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mowermva y O, m O, rage cy oBe Tauke IpaHUYHM CIIy4ajeBH LEHTapa
OIMCAaHMX KPYXXHHLA TPOYIJIA, Y CIy4ajy jeAHAKOKPAKOT TPOYIJIa.

Py Ay
/ \\
\
I
/s \
/ \
hy / AN
/ N\
/ o \
a ’ \
B\ Oy /C
N /
N\ //
N\ V4
\ y
hy \ /
N //
P2 N V4

Cnuka 5.

Ha anamoran HauumH ce no0Ouja Ja je TEOMETPHjCKO MECTO
OpTOIIEHTapa UCTHX TPOYTIIOBA MPEACTABJHEHO ca JBE Mapaboiie Koje ce CEeKy y
¢uxcupanum remeanma B u C tpoyrnma ABC (cnuka 6).

Pq

P2

Cruka 6.
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pz‘

Crauka 7.

Ha cnumm 7 je reoMeTpujcKO MECTO LeHTapa YIHCAHWX KPY)KHHUIIE
3a/1aTOr CKyIa TPOYIJIOBA.

Ilpumep 2. OnpenuTu reoMeTprjcka MecTa 3HAYajHUX Tadaka TpOyTia
KojeM cy ¢ukcupana temena B u C u nenrap omucane kpysxuuie O .

Pewemwe: Kperamem Temena C 1o omucanom Kpyry 3aqator TPOyTia,
texumre G he onucaTu npBeHy Kpy>KHHILY Ka0 Ha CIHIH 8.

Crnuka 8.
I'eoMeTpHjcKO MeCTO IieHTapa ynucanux kpyxuumna |y tpoyrao ABC

kana cy dpukcupana temena A u B u uenrap omucane xpyxkuuine O je yHuja
JIBa JIyKa Kao Ha CIUIH 9.
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A "'\.._________/ B

Cnaunka 9.

Taukactu kpyr Ha ciuim 10. je reoMeTpujcko Mecto oprorientapa H
tpoyrinoBa ABC mnpu nocraBbeHUM yCIOBHMA 33/1aTKa.

Cauka 10.

Ipumep 3. Y tpoyrmy ABC ¢ukcupana je crpanuna AB u
HONyPeYHUK onmcane KkpyxHuie R. Ogapenuts reoMerpujcka Mecta
JKepronose” n Haremnose® Tauxe kaz ce Teme C kpehe 110 OMHCAHO] KPYKHHAIIL

2 Jlyxu ozmpelieHe TeMeHHMa M TaukaMa y KOjHM YIMCAHH KPYT IOJHPYje
HaclpaMHE CTpaHHIE TPOYIjla CeKy C€ Y jeIHO] 3ajelHMYKO] Tauykd KOjy 30BEMO
Kepronosa Tauxa.

3 Ilyxu onpeljeHe TeMeHMMa M TadkaMa y KOjUM CIIOJba TPHIHCAHHE KPYTOBH
JIOIMpYje HacmpaMHE CTPAaHMIIE TPOYria CEKy C€ y jelHOj] 3ajeHUYKO] TadKud KOjy
30BeMo JKeproHona Tauka.
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Pewere: Ha cnuin 11 1jpBeHa JHMHHja MPEACTaBba CKYI Tadaka Koje
onucyje XKepronosa (G, ), a miasa je reomerpujcko Mecto Harenosux (N,)

tagaka Tpoyria ABC mpu kperamy Temena C 1o OmucaHoj KpyKHHIIH.

Cmuka 11.

Nzy3eTHO mofaH cTBapallaykél pajl y o0JacTh TEOMETpHje Tpoyria
OCTaBHO j€ W Hall MMpepaHo NPEeMHUHYNIN MaTemaTthdap, npodecop Muopan P.
CreBanoBuh. Tako je Ha cajty WolframMathWorld mnpencraBmen
Cresanosuhes kpyr,’ KapakTepuCTHUYaH MO TOME INTO je OPTOTOHANAH Ha JCBET
JIpYTHX KpyroBa Tpoyria: ArmoioHujeB, beBaHOB, ommcaHu, paguKaaHU KpyT
NPUIHCAaHUX KPYroBa, KPYyT JIEBET Tauyaka, OPTOLCHTPOHUJATHH, OPTONTHK KPYT
IlITajHepoBe ynucaHe enurice, mojgapHu U TanreHiujanau (Cresanosuh 2011).
[Topex Tora eHIMKIONEAMjy 3HaYajHUX Tadyaka Tpoyria npodecop CreBanoBuh
je oboratuo ca 12 tadaka ox kKojux ce oHe moxa penHuMm OpojeBuma 3020-3026
HaJla3e Ha YITUCAHOM KPYTY TpOyTJia.

[lpa CreBanoBuheBa Tauyka y EHIOUKIONEIWjH IIEHTapa TPOyria
3aBeneHa je moxa pearnm OpojeM 1130. Koncrtpymmemo je Ha crienehn HauwmH:

Hexa je U wnenrap crossa npumucanor tpoyrna Hacipam TemeHa A Ca A
o0enexxuMo 1ieHTap Kpykauie ynucane y tpoyrao BCU. Ha ananoran naunn
oxpeanmo tauke B, u C,. Ilpeceuny Tauxy npasux BC, u CB, obenexumo ca

A,. Taxohe nexa je AC, "CA =B, u AB, "BA =C,. Ilpase AA,, BB,

u CC, ce cexy y CreBanoBulieBoj npBoj Tauku S, .

Ipumep 4. Tlon ycnoBuMa TPBOT NPHUMEPA, OAPESIUTH TEOMETPH]jCKO
mecto nosoxaja CreBanosuhiese npse Tauke Tpoyria ABC .

Pewerse: HamomeHuMO joll Aa je KOHCTpPyKIHMja (urypa y paBHH
nakerom GeoGebra omakiiaHa AMPEKTHHM KOMaHaamMa 3a KOHCTPYKIIH)Y
CpeIuINTa JYKH, CHMETpaja CTpaHHLAa W YIJIOBa, KOHCTPYKIHje HOpMajie H

* <http://mathworld.wolfram.com/StevanovicCircle.html>
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napasesie u3 Jarte Tauke Ha JaTy npaBy, OCHO CHMETPUYHHX Objekar uti. Jlakie,
3a 3agatu tpoyrao ABC xonctpymmmmo S, npBy CreBaHoBuheBy Tauky Ha
IIPETXOHO OMKCaH HaduH. M360pumo ¢yHkuujy Trace on 3a Tauky S, W HEHY
OCHOCHMETPHYHY CIHKy y omHocy Ha mpaBy AB . Ilokperamem temena C
Tauka S, U HEHA MOMEHyTa OCHOCHMETPHYHA CIHKa ocTaBuhe Tpar Koju
MpeJICTaBJba TPAKEHO TeOMETPH]CKO MEeCTO Tadaka (ciuka 12).

Crnuka 12.

Hexke on mpumepa npumena u ymyTcrBa 3a kopumheme GeoGebre mory
ce nornenaru 1 Ha WEB cTtpaHuiiama Ha aapecama:
<http://infoteh.etf.unssa.rs.ba/zbornik/2011/radovi/E-V/E-V-7.pdf>,
<https://sites.google.com/site/pitagorac/geogebra> u
<http://www.geogebra.org/help/docusr.pdf>.

Jlureparypa
CreBanoBuhi 2011: M. Creanosuh, [eomempuja mpoyena, beorpan, Ilaie,
Odunozodcku dakynrer [Nane, Bucoka texunuka mkona Hosu Beorpan

Kimberling’s, Clark. Encyclopedia of Triangle Centres — ETC
<http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.htmlI> 30. 1. 2012.

I/IHTepHeT HU3BOpU
<http://infoteh.etf.unssa.rs. ba/zbornik/2011/radovi/E-V/E-V-7.pdf>;

<https://sites.google.com/site/pitagorac/geogebra>;
<http://www.geogebra.org/help/docusr.pdf>.
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Bucoka nocioBHO-TEXHHYKA IIKOJIA CTPYKOBHUX CTY/IH]ja
Vkune IIpernennu pan

NHTEPAKTHBHU JABA
AIUVIETU Y ®YHKIIMIN UHTEI'PALTJE

1. HpuMeHa meXHOJZOZI/ljey Hacmaesu mamemamuxke

YBaxaBam¢ KOTHUTUBHHX CTHJIOBA M CTHJIOBAa Yydewma o00e30ehyje
WHIWBUAYaIN3alMjy Tpoleca y4ema, MITO M jecTe TeHICHLHja CaBpPEMEHOT
oOpa3oBama. JennHO TakBO y4eme he MMaTh ycrexa W peliaBaTH MmpodiieMe
IIKOJICKOT HEYCIleXa, Ipe CBera y HacTaBM MaTeMaruke. Kamga HacTaBHHIM
YBa)KaBajy KOTHUTHUBHE CTHJIOBE M CTHJIOBE y4eHa CBOjUX YUCHHKA, YUCHHIIN
HOCTHKY 00JbE pe3yiTaTe y yderwy, MOTUBHCAHH Cy Y pajy, y NMpOoLecy yuema
KOPHCTE CBOj€ jaue CTpaHe W Pa3BHjajy ce y CKJIamy ca CBOJUM MOTEHIHjallnMa
(Xycapuh 2011).

NHdopManmoHo-KOMyHUKAIIUOHE ~ TEeXHOJoTHje U Komnymepcku
noopcana Hacmaga cy TocTaje BaKaH €0 CBAaKOIHEBHOT )KUBOTA U IIIHPOKO CE
KOpUCTE Ja YyHampele TEeXHHKe IMoay4yaBama M yuewma. Llwb ymorpebe
TEXHOJIOTHje jecTe Jaa o00e30eau OKPYXKCHe 3a aKTHBHO HCTPaKHBAKbE
MaTeMaTHYKUX CTPYKTypa IIyTeM BHIIECTPYKHX peNpe3eHTalnuja, WId Ja
NOKa)Xe CTYJCHTHMA HEKe acIeKTe MaTeMaTHKe Koju Hucy moryhu ymorpedom
OJIOBKE W mamnupa. MHOTY HAacTaBHHIM he ce CIOXHUTH ca TUM JIa MMOCIie PYYHO
pa3BUjeHHX TEXHHKAa HM3padyHaBamba, yrnorpeda MAIIMHCKE apUTMETHKE MOXKE
OuTH Beoma rokesbHa U koprucHa ([{uxosuh, 2007).

HctpaxuBama ykaszyjy jJa yrnpKoc OpojHHMM HOTOJHOCTUMA O yIOTpeOu
TEXHOJIOTH]€ Y MaTEMaTHIIH, IPOIIEC TPUMEHE TEXHOJIOTHj€ Y pa3peanMa je Criop
U BeOMa KOMIUIEKCaH, Kao M Ja ymnorpeda MH(OpMAaMOHO-KOMYHHKAIIHOHHUX
TEXHOJIOTHja y pa3peqy 3aBUCH OJ CBAaKOI HACTaBHHMKA I10jeJANHAYHO
(Hohenwarter, Lavicza 2007).

Y noxkymenty HLUTM (2000), Takohe croju: ,,EdexrtuBna ymorpeda
TEXHOJIOTHje y MaTeMaTHYKUM YYHMOHHIIAMa 3aBHCH OJf HacTaBHHKa. Kao u
CBaKo JPyro HaCTaBHO CPEJICTBO M OBO MOXE OUTH UCKOPHUIINEHO MOTITYHO, WITH
cmabo. HacraBaumm Ou Tpebano Ja KOpUCTE TEXHOJOTH)Y y 0Jabupy Win
Kpeupamwy MaTeMaTHYKHX aKTHBHOCTH Koje ce e(hMKaCHO MOTY HM3BPIIHTH Y3
noMoh TexHoyoruje — rpaduka, BU3yenu3aldja U M3pavyyHaBama, Kako Ou ce
noeehane moryhinoctu crynenara® (. 25).

[lpu pemaBawmy mnpobiieMa W Kpeupamy KOHIENAaTa, CTYACHTH UMajy
BEIIUKY TPETHOCT, jep UMajy HYMEpPHYKH, TpadUuKd U CHMOOJMYKH IMPUCTYII
curyarjama (Wurnig 2008).

“ ljubica.dikovic@vpts.edu.rs
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Konuentu nudepeHnmpama W uHTErpanje cy (GyHIaMEHTAIHH 3a
pasyMeBame MHOTMX MAaTeMaTHYKHX Be3a Ca OCTAIUM TPHPOAHUM H
JPYIITBEHUM HayKama. 3a MOTIYHO pa3yMeBambe THX MaTeMaTHIKNUX KOHIIETIaTa,
HEOMXOJHO j€ Ja CTYACHTH CTEKHYy OO0OCTpaHO HCKYCTBO: Kao MacCHBHU
IOCMAaTpady HACTAaBHUKOBOT paja, ald M KPO3 COICTBEHH, aKTUBHH paja ca
BUIIECTPYKUM M Melj)ycOOHO TOBe3aHWM pemnpe3eHTanmjama (BepOaiHe,
cuMOoIIMYKe, HyMepruKe U rpaduuke) Tux Konuenara (Blubaugh 2004).

Y cBakoM ciy4ajy, OAroBapajyhn WHCTPYKIIMOHM ajaT Mopa OWTH
omabpaH W KopumiheH Ha TakaB Ha4yWH, Ja TEXHOJOTHja HE TpeacTaBlba
mpernpeKy n3Mel)y CTyeHTa U KOHIIETITa Ha KOjU Ce OJTHOCH.

Behuna ucrpaxkuBama u3 00JaCTH NMPUMEHE TEXHOJOTHjE€ Y HACTaBU
MOKa3yje Ja CTYASHTH KOju KOPHCTE TEXHOJOTHjYy Y CBOME YUCHYy MOCTHKY
0oJbe M3MMa3He pe3yNTaTe y OJJHOCY Ha CTYJICHTE KOjH Y CBOM y4Yery HE KOPHCTE
texuosorujy (Waxman, Connell, Gray 2002).

Jenna ox TiaBHUX Tpenpeka y pa3ymMeBalby HACTaBe WHTETPATHOT M
mudepeHnjaTHOT padyHa je BeJIHKH OICer CIIOKEHUX, AalCTPaKTHUX
MaTEMAaTUYKHUX HOjMOBa N JUHaAaMHW4YKHUX KOHIICIIaTa, KOjI/I CC YIJIaBHOM HHUCY
M3y4aBaJM y MPETXOJHOM IIKOJOBamy. 3aTHM, Y HAcTaBU BHCOKOIIKOJICKE
MaTeMaTHKe jOII YBEK JTOMHUHUPAjy TPaJUIHOHATIHE METO/IE pasa.

2. Hymepuuka anpoxcumayuja nosputume

[MuTama koja ce MOCeOHO HATJalIaBajy Y HACTAaBM MHTETPAITHOT padyHa
cy: llra je mpumutuBHa ¢ynkuuja? Illra je Heompehenn unrerpan? Illra je
onpehenn wmHTerpan? Kako ce wu3padyHaBa TMOBpIIMHA paBHOT JiKKa?
W3pauyHatn moBpImMHY (Urype y paBHH, OTpaHWYEHY Trpa@uIUuMa BHIIE
¢yHkiuja. M3pauyHatu 3anpeMuHy POTAIMOHOT Tela KOj€ HACTaje POTAIlHjoM
¢urype @ oxo oce Ox. M3pauyHatu nyxuHy Jyka Kpuse. Uemy ciyxu
HyMepHYKa anpoKcUMaruja oapeheHor uarerpana?

[ToceGHO ce ucThye Aa je pe3ynrar peraBama HeoapeleHOTr MHTerpaa
kiaca (hyHKIUja, JOK je pe3ysTaT pellaBama oipejeHor uHTerpana opoj, Kao u
Ja ce HyMepHuYKe MeTO/e INPHMEYjy caMO 3a H3padyHaBame oIpeheHmx
MHTETpaa.

VY Behunm ciydajeBa, mpriMeHa OCHOBHE TEOpPEME MHTETPATHOT padyHa
HE MOXE JIOBECTH JIO pe3ynrata. Hekajga je mocTymak TNpOHAIaXema
NPUMUTHBHUX (PyHKIMja BeoMa KOMIUTMKOBaH wix Hemoryh. Yecto ce jaBiba u
CUTYyalHja Kaja HYje MO3HAT aHaJIUTUYKH OOJHK NoAuHTerpaitne GyHkuyje, Beh
Cy 3ajlaTe HEeHE BPEJHOCTH Y KOHAYHO MHOTO Tayaka IMOCMaTpaHOT WHTepBalia
WHTETpaluje.

OcHOBHHM 3aJaTaKk HyMEpHUYKe HHTErpalnuje jecTe NpHOIMKHO

b

M3pauyHaBame BPEJHOCTH oOjpeheHor uHTerpaa j f(X)dx w3 Bpeanoctn
a

MOIUHTET paTHE ¢byHKLHje JaTHX TabenomM ypehenux naposa
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(X, T(x)), 1=01...n, npu uemy ce npermocraiba aa je a<X,, X, <b

Bemuku Opoj kBaapaTypHux Qopmyna ce ©Oasupa Ha anpOKCUMAIUjH
HOAWHTETpaHEe byHKIHje HMHTEPIOTAOHAM MOJIMHOMOM
b b
f(X)=P,(X),m<n , kora je nako WHTErpaIuTH I f(x)dx =~ I P, (x)dx.
a a
OcHOBHa wWjagja HyMEpHUYKE WHTETpaldje je Uu3padyHaBambe WHTErpaia
KopumrhemeM BpenHocTH (YHKIMje Ha HEKOM KOHAYHOM CKYITy Tadaka
(X, f(x)),1=01...n. OsakBe ¢opmyse 3a NPUOIKHY HHTCTPALH]Y
¢yHKIMja jeHE TIPOMEHJBMBE YECTO CE 30BYy M KBajpaTypHe (opmyle 300r
MHTEpIIpETalfje HHTErpasla Kao OBPILINHE UCIIO KPHBE.

Ja 6u yonaxkunu Temkohe y pasyMeBamy HacTaBe OU(EpEHIHjaTHOT U
WHTETPAIHOT pavdyHa, HACTABHUIIM YECTO YNaaajy y 3aMKy, CTaBJbajyhu akmeHar
Ha cepHjy PYTHHCKHX IpaBWiIa KOje CTYACHTH Tpeda Aa ycBoje, MITO HaKaIoCT
HE JOTNPHHOCHU CYIITHHCKOM, KOHIIENTYaJTHOM pa3yMeBamy MaTepuje.

JlemraBa ce 1a HEKHM CTYJCHTH COJMIHO OBJIAajy CKYNOM PYTHHCKHX
NpaBuiia, Ja YCIEIIHO peliaBajy Yak U CIOXKEHE M3BOJC/WHTErpale, a Ja Ipu
TOM YONINTE HE pa3yMmejy CYIITHHY Tporeca nudepeHIrpama/HHTerpabema,
bIXOBY IUHAMUYHOCT ¥ IPUMEHY.

VY nuspy 00JbEr KOHIICNITYyaJHOT pa3yMeBama IpaBHia Koja CIyke 3a
HYMEpUYKY alpoKCUMalujy TOBpIIMHE, y cienehum genmoBuma pama ce
JeMOHCTpHpa ymoTtpeda JaBa amutera. M300p TakBHX anarta 3a IpeICTaBIbAE
THUX TpoIeca je MOrojaH 3a OBY HACTaBHY jEJMHUILY, jép HAa HHTECPAKTHBAH,
BU3YCJIaH U aHUMHUPAH HAYUH CUMYJIMpa CaMy CYHITUHY OBUX NAWUHAMUYHUX H
aKTHBHHX ITpOIIECa.

3. Jasa aniemu y GyHKyuju pumanosux cyma

HajjenHocTaBHUju HaumH HyMepHuyke ampokcuMmaiuje oapeheHor
b

MHTErpaja I f (X)dX jecre mpeko PumanoBux cyma. Ymorpebom JaBa aruiera
a

cryneHT he jacHo carienaTd Ha4MH KOHCTPYKIMje PUMaHOBUX Cyma U EMXOBY
reOMETPHjCKy MHTeprpeTannjy. 3a Henpekuany Gyukuujy f(X) na unrepsany
a<x<b, nemewem wunrepBana [a,b] ma NmMamux uHTEpBana MUpUHE
b-a
==
X, =28, X,=b, X, =a+IiAX, i=1,n-1, nesa (LRS) u necuna Pumanosa cyma
(RRS) ce nedununry xao

AX npu  4eMy Cy  Kpajie  Tauke  CBUX  HHTepBala

! <http://archives.math.utk.edu/visual.calculus/4/simpson.4/index.htmI>
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LRS = j f(%)AX = f (X )AX + F (X )AX+ ...+ F (X )AX = AX[f (%) + F (%) +...+ F(x,)]

RRS =Zn;f(xi)Ax= f(%)AX+ FOG)AX +...+ T (%, )AX = AX[F (X,) + (X, ) +...+ F ()]

OpnocHO (yHKIMja je HHTErpaOWiHa ako M CMao ako IOCTOjU
3ajeJJHMYKa rpaHYHa BpeTHOCT PuMaHOBUX cyma :

T f(x)dx = r!lrllo(zn: f(x )ij = ,!"L‘O(ni f(x )ij :

Kako Ou m3pauyHaBame CyMa 3a BEIWKY BPEIHOCT IMOAEOKa N, OMIIo
Hemoryhe wu3padyHaTH py4dHO, VIOPaBO y OBOM CIy4ajy C€ TMpernopydyje
ynorpeba padyHapa.

[lws amiera je Ja IEMOHCTpHpajy Ha Koju HauuH PumanoBe cyme
anpoOKCHMHUPAjy BPEIHOCT ojpeheHor mHTerpana. AIUeTH cy Au3ajHUpaHd 3a
BU3YCIHO HCTPaXXMBakbe¢ PHMaHOBHX CymMa M IIOMaxy pa3BHjamby BUTYEIHE
UHTYUIMje OBOT MaTeMaTHUKOr KoHIenTa. [Ipu Tome cy MoryhHocTH padyHapa
Ha I0JbY EKCHEepHMEHTHCama 3ancTa (acuuHaHTHE. CTYICHT JIaKO BH3YEITHO
yodaBa Jia Kako ce Opoj MpaBOyraoHHKa KOjU ucypnbyjy MOBpIIMHY HoBehasa,
anpoKcUMaIHja ce moOoJbIIaBa.

YoOuyajeHo, amieTH J03BOJbaBAjy Jla KOPUCHHUK IPOM3BOJHHO 3a/1aje
(I)y;IKI_II/ij, MOYETHY U Kpajiby TauKy MHTEpBaia, Kao U Opoj moaeoka (cimka op.
1).

zadata funkcija je

fla)y =213

sumitama na opseau {-9.5.2.5}

metodom opisanih pravougaonika: | ~ (/3516
metodom upisanih pravougaonika: | ~ 81641

numeritka vrednost odredenog integrala | — 4 5833

broj segmenata na kojima sumiramo:
n=8

n=8

Cnuka 1

2 <http://symbolicalgebra.etf.rs/GG_integrali/rimanove_sume.html>
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Takohe, MOTY ce KOPUCTUTH PeCypCcH Ha ajpecama.
<http://www.plu.edu/~heathdj/java/calc2/Riemann.html>,
<www.calculusapplets.com/riemann.html>,
<www.intmath.com/Integration/Riemann-sums.php>,
<http://www.plu.edu/~heathdj/java/calc2/Riemann.html>.

[lojenHn WHTEpaKTUBHM amjeTd omoryhaBajy HUCTpakuBame U
U3padyyHaBambe BeoMa KOMIUIEKCHMX KPHMBMX, Kao Ha NMpPUMEp H3payyHaBame

T‘O.SX3 sin(x)‘dx (crmka 2).2

-10

Integral of i) on [-10.0,10.0] using Upper Sums rule with 50 pts, is 1697 2687

= abs(0.5%"3*sin(x))

Crnuka 2

VY caydajy u3pauyHaBama IMOBpIIMHE HM3Mel)y aBe KpuBe, Hekaga je
TEIIKO, MK YaK Hemoryhe mpennsHo Johu 1o pecevyHux Tadaka. Taga ou 0o
NPENOPYWHNBO KOPUCTUTH MM TpagHUUKH KaJKyJaTop, WIM HEKH JAPYTH alar,
pagu noOWjama IPEeceYyHWX Tadaka, a 3aTUM HACTaBHTH IIPOLETYPOM
ANPOKCHMIPAHA HIIH H3padyHABAK:A TPAKEHE MoBpIIHHE (cituka 3).*

¥ <www.math.tamu.edu/AppliedCalc/Classes/Riemann/index.html>
* <http://curvebank.calstatela.edu/areabetcur/areabetcur.htm>
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Area =0.9999999999999993

Window:

xMin= -5.0 xMax= |5.0
win= -5.0 yMax= 5.0

7/

Bounds:

X
FromX1= |-10 ToX2= 1.0

Rectangles:

Rectangles # ’E Method: IM
rea = 0.9999§99999999993
First Function f{x)= [x | second F | IE

Craunka 3
4. Hnmepaxmuenu npucmyn mpaneznom u CUMNCOHOB0OM NPABULY

Tpame3no mpaBwiIO 3a HyMEpUYKy HHTerpaiujy omoryhasa
anPOKCHMHUPAhe TPAKCHE TOBPIHIMHE CYMOM CIIEMEHTapHUX TOBpIIHHA

. h n-1
T0jeIMHUX Tpare3a, OAHOCHO |, = E[yo + 221: y;+ ynJ.
J=
Kopucno ©Ou Owio Ha mpuMepy Koju je pydHo ypales,
9
penumMo I (x*+3)dx , 3a n=5, cee To Bu3yemHO wucTpaXUTH mOMOhY
0

WHTEPAaKTHBHOT aIlieTa.
Y oBoM cityuajy, 1o6ujamo
b-a 9
n=5 h=——==
n 5
y,=f(0)=3y, = f(h)=8832 vy, = f(2h) = f(%) =49.656, y, = f(3h) =160.464,

y, = f(4h) =376.248, y, = f(9) =732,

na je arpoKCUMaTHUBHA BPETHOCT cyme Tparesa
T, = % [3+ 732 +2(8.832 + 49.656 +160.464 + 376.248)] =1732.86.

M3pauyHaBameM TadHe BpPEAHOCTM MHTErpana HpuMeHoM IbyTH-
9 4 9
X
Jlaj6runose Qopmyne n06ujamo I(X3+3)dX:I+3X =1667.25, ma je
0

0
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nobujena pasmuka 1732.86—-1667.25=65.61, u npouenar rpemike

ﬂ = 3.935% (ciuka 4).5
1667.25

type = trapezoidal, N=8
732.0 Trapezoidal sum = 1.712812E3
type = trapezoidal, N=5
Trapezoidal sum = 1.73286E3

[1} a0

fix)= |¥'3+3 Partition with N= | §
ab o9
M 80 graph f(x)

Cmnuka 4

Y CuMIICOHOBOM TIpaBWIIy ce€ Kopucte mnapabone (KBaapaTHa
anpoKcUMallrja, yMecTo JMHeapHe) 3a alpoKCUMAIIHjy CBAaKOT Jeja KPUBE, MPH
yemy 0poj Tavaka MoJIe0Ka Mopa ontn napas,

AX
(N =?(y0+2(y2+y4+"'yn—2)+4(yl+y3+"‘yn—1)+yn)' Cruxa 5° ce

OTHOCH Ha BH3yenusanujy npuMeHe CHMIICOHOBOT TIpaBWJIa Ha TPUMEPY

3
M3payyHaBamba I sin(x?)dx .
0

> <http://mathforum.org/mathtools/cell/c,15.16, ALL,ALL/>
® <http://archives.math.utk.edu/visual.calculus/4/simpson.4/index.htmI>
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Sum of areas of
parabolas

0.79420139
0.77495438

077356744

A ‘ ‘ 0.77364287
] |
il | |
| E 077356283
| 0.77356255

0.77356253
0.77356253

0.77356253

Cruxa 5.
3atuM O OWJIO TOXKEJbHO WIIYCTPOBAaTH YIOPEIHO pEIIaBalkbe HEKOT
Vs
MO3HATOr Mpo0JieMa, Ha IPUMEP J.sin xdx = 2, xopucrehu Hajupe TpanesHo, a
0

moToM CHUMIICOHOBO TIPaBHIIO.

Kopucrehu Tpamesno mnpaBuiao gobuhie ce, 3a Ha mnpuMep
n=64,1~ 1.9995983886,n =128, | ~ 1.9998996002, mox kopucrehn
CHUMIICOHOBO MPAaBUIIO 3a UCTH Opoj Mojeoka, mobuja ce Oosba anmpoKcHUMalyja

n=64, 1~ 2.0000000645,n =128, | ~ 2.0000000040 (cauxa 6) (Juxosuh,

bankosuh 2009). Y oBoMm ciay4ajy, CHMCOHOBO IpaBuIIo je 60sbH U300p MeToze
jep ce reHepayiHo 0a3upa Ha aNpOKCHUMAIMjU KpUBE JIYKOBMMa IapadoJia.
HapagHo, na Ou y ciyyajeBuMa JIMHeapHUX (DYHKIHWja, U3JIOMIBEHHX KPHUBHX,
npuMeHa Tpare3Hor npasmia gana 00Jee pe3ynTare.

sin(z) sin(x)

0 0.5 1 15 2 25 3 1] 0.5 1 19 2 25 3
® x
Crnuka 6.

Ha kpajy, ctyaenta tpeba aa youe pa3iiuKy Aa je KOA IpaBOyraoHOT
npaBuia (yHKLIWja ampoKCUMHUPaHAa KOHCTAHTOM Ha jEJHOM IOAWHTEpBAly
nojene, KOJ TPame3HOr NpaBWia j€ AamnpoKCHMAaldja BpIIEHA JIMHEAPHOM
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¢ynkuujoM, a xoa CHUMIICOHOBOI TpaBWJia Ce IMOApa3syMeBa HMHTepIOjaluja
MOJTMHOMOM JIPYTOT CTETICHA.

Takolhe, caBpemeHr HacTaBHU TPEHAOBU Tpeda na yTudy, Kaj Tojn je
To Moryhe, Ha CMamelke BPEMEHA YTPOILLICHOT Ha MAaHMITYJIaTUBHH MPHUCTYI, Y3
MoryhHOCT Op30T TeHepucama BU3YEIHOT PEIeha.

C 003upoM Ha BHCOKY allCTPaKTHOCT HaBEACHE MaTepHje, IMOCTOjU
notpeba 3a M3HANAKEHEM HOBHUX METOAOJIOrWja pana, kopuctehu caBpeMeHe U
KBaJIUTETHO NPUMEHEHE MOTYNHOCTH TEXHOJIOTHje. Y TPETXOTHO HaBeIeHUM
npuMepuMa TMOTEHIMpa ce Ha KOMOWHOBAaHOM MPHCTYIy MpoOiieMy:
TPaIUIIMOHATHOM U IOMONY TEXHOJIOTH]€.

5. 3axmwyuax

[TokazaHo je Aa 3a HEKe TeMe MHTETPaTHOT padyyHa HACTABHUIH MOTY
pENaTHBHO JIAKO WHTETPUCATH PACIIONOKHMBA TEXHOJOIIKA pellemha y PEAOBHY
HAacTaBy, YHME CTyICHTHMa IIpy)Kajy BHUIIE MOTYNHOCTH 3a COIICTBEHO
UCTpaXuBame U Ay0OJbe pazyMeBame Matepuje. Ha taj Hauun, cTyaenty he outn
JIOCTyIIHA ~ BHIIECTPyKa pENpe3eHTaldja JaTor  KOHIENTa:  BepOalHo,
anrebapcKu, HyMEpUIKHU U TpadudKu.

Y oBOM pany je Mmoka3aHo Kako CO(TBEPCKO OKPYKEHE MOXKE JIAKO U
Op30 OMIEMEHUTH ¥ YHANpPeAWTH TPaAWLIMUOHAIHN MPUCTYH MeToAamMa
HyMepH4YKe HWHTEeTpaiuje. AyTopu pana cMaTpajy na He Tpeba (aBopmzoBatn
yrnotpedy TEeXHOJOIIKUX pecypca y HAacTaBH, allkl Jla UX Tpeda KOPUCTUTH Kaj
roj JOTMPHHOCE O0JbEM pa3yMeBamby HAPOUYUTO CIIOKEHHX MaTeMaTHYKUX
KOHIIETIaTa.

[ToromHO copTBEpPCKO OKpYKEeHe, KaKBO Cy, Ha puMmep, JaBa arery,
oMoryhaBa HacTaBHUKY Ja e(UKacHO MpUIIaron ojpel)eHr HaCTaBHU caipkaj U
HacTaBHE METOJIC MOjeJMHAYHUM roTpebama cryaeHata. [loka3aHo je ja TakBo
OKpyXkeme omoryhaBa sa ce CTyJICHTHMa JEMOHCTpHpa IyOJbe pa3syMeBambe
onpeheHnx MareMaTMUKMX KOHIENaTa, Koje HUje Moryhe Ha TpajauIMOHAIHH
HauuH. bosba Bu3yenu3zanuja onpeheHnx MaTeMaTHYKUX KOHIIETAaTa J0/1aje HOBY
JMMEH3Mjy Yy HacTaBu Maremaruke. Cmatpamo jga Oum OWiI0O KOPHCHO Ja
HACTaBHUIIM MaTeMaTHKe Tpeba Ja ycaBplle CBOje BEIUTHHE Yy NPUMEHH
TEXHOJIOTHj€ y HACTaBH, Jla UX MPEHECY CTYJACHTHMA U TUME CTBOpe MOoTryhHOCTH
3a aTpaKTHUBHH]Y U epUKacHMjy HACTaBY.
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Jlapxo 3. Jipakymih”

Yuusepauter y Mctounom CapajaBy

Ounoszodpeku paxynrer [lane

Karenpa 3a mareMaTuky ¥ pauyHapcTBO IIpernennu pan

NHBEP3UJA V ITPOITPAMCKOM AJIATY I'EOI'EBPA

1. Veoo

I'eorebpa je WHTEPaKTUBHH MaTeMaTW4YKH COQTBEPCKH anaT Koju
MOBE3yje TEeOMETpH]jy, anredpy U aHATN3Yy a Yrja je OCHOBHA HaMjeHa ymoTpeda
y HacTaBM MaTeMaTHKe Ha CBUM HHBOMMa oOpa3oBama. Pa3Boj oBor codreepa
3anoyeo je 2001. 1 10 caza je U31aTO HEKOJIMKO 3BAaHMYHHX BEp3HWja, a aKTyeIHa
je Bep3mja 4, xoja je objaBibeHa 20. centemOpa 2011. rogure. Y oBoM pamy Ouhe
ommcana nHBep3nja y ['eoredpu (GeoGebra) koja je TOTIYHO UMILIEMEHTHpPaHA
o1 Bep3uje 4, a YMj0j UMIUICMEHTAIIMjH j€ J1a0 TOTPUHOC U ayTOp OBOT paja.

2. Uneep3uja

WuBep3uja ce Moxke neduHUCATH Ka0 WHBOJYIHMOHA TpaHC(opMaluja
KOja IpecirKaBa CKyll Tadaka P y cKym Tadaka Py OIHOCY Ha KPY>KHHILY
K(O, k) Tako ma Baxu

op k

= = op (7)
OOHOCHO
k2 = OPxOP™ (8)

Ommta jeqHaunMHa 3a HM3pavyHaBambe KoopauHara (X', Y') Tauke P'
uHBep3He Tauku P(X, Y) y OJHOCY Ha KPYXKHHUILy ca HEHTpoM y (Xo, Yo) H
HOJTYTIPEYHUKOM K Ti1acu:

K2 (x—xp)

¥M=xpgt——

O (x-w)(yr—30)* ®©)
L + kz':}-_}'n} (10)
Y et et

JupekTHO u3 neUHUIM]e HHBEP3Uje MOT'Y C€ OJPEAUTH 00jeKTH Yy KOje
Ce WHBEP3HO TIPECINKaBajy OCHOBHUM T'EOMETPHjCKH 00jekTu (mpaBa, Iy,
KPY)KHH JIyK, MOJHMIOH M KpyXHHIA). Y Tabenu 1 maT je mpHKa3 OCHOBHUX
reOMETPHjCKHUX objexaTta u o0jeKkaTa Koju HacTajy lbUXOBOM HHBEP3HjOM.

“ ddrakulic@gmail.com
dopmanna gedrHUIMja HHBEp3Uje Moxe ce npoHahu y: Lopandi¢ 1981.



Japro 3. Jlpaxynuh

Objexam Objexam xoju ce dobuja uneepsujom
IIpaBa IIpaBa unu KpykHuLA
Hyx JyX nnm Kpy>KHHU JTyK
[TonmroH (HHU3 TyKN) Hwus gyxwu nam mykosa
Kpyxnuna IIpaBa niam Kpy>XHHULA
Kpyxnn myx Kpyxun nyk unm myx
Konycau nipecjex Anrebapcke KpuBe Tpeher WM 4eTBPTOT CTEIICHA

Tabena 1: O0jeKkTH KOju HACTa]y WHBEP3UjOM OCHOBHUX I€OMETPH]jCKHX
o0jekara

WNuBep3nja ce Hajuehme KOpHCTH y KOHCTPYKTHBHHM 3ajaliuMa |
HAjUTYCTPATHBHHUja IpUMjeHa je y pjemaBamy 10 Amononnjesux’ mpoGrema o
IOMpPY KpyroBa. 300T Tora WHBEp3Hja anre0apCcKuX KPUBHUX HHjE TaKO YecTa y
MaTeMaTH4YKO] JIUTEpaTypH a HEH Pe3yiTaT HHje TaKo WHTYWTHBAaH Kao KOJ
ocTanux o0jekara.

Hexa je nara anrebapcka KpuBa MpOU3BOJBHOT CTEIICHA Y UMILTUIUTHOM
00Ky
AnoX™ + Qpo11X"Y + o+ A1 XY gy =0 (11)

OGjekaT KOju HacTaje MHBEP3UjOM OBE ajire0apcke KpUBE Y OJHOCY Ha
KPYXKHHITY ca HeHTpoM y (Xo,Yo) Toaymnpeunnka K obuja ce Kaga ce jeJHaurHe
3a W3padyHaBame KoopAwHaTa wHBep3He Tauke (3) u (4) yBpCcTe y jeqHadnHy
kpuBe (5). Taga ce nobuja jeqHaunHa 0OIMKA

Bpi20X™ 2 + Qppaay™ i+ =0 (12)

OJlaKlie Cce 3akJbydyje Jla Ce WHBEp3UjoM anrebapcke KpuBe
MIPOM3BOJHHOT CcTeTleHa N 100uja anredapcka KpuBa cTerena N+2.

Hako uHBep3uja 3a MPOU3BOJbHY 00jeKaT HUje OMsla UMIIEMEHTUPaHA Y
panujuM Bep3ujama ['eoredpe, mocrojana je MoryhHOCT KOHCTPYKIIHje WHBEP3HE
CIIMKE 3a CBE O0jeKTe OCHMM 3a KOHYCHE mpecjeke. MMmiemeHtanmja pajga ca
anrebapcKUM KpHUBHMa TMPOU3BOJBHOT cTenieHa y [eoreOpum 4 oTBopmia
MOTyhiHOCT UMILIEMEHTAIIN]je UHBEP3H]j€ 3a CBE 00jeKTe.

3. Uneepsuja y I'eocebpu
WnBepsuja y I'eoredpu, kao u BehnHa onepanyja, MOXe c€ U3BPIIUTH Ha

B HauMHa — Gupamem komanze Reflect Object in a Circle’ y manern anara wim
yrocom komanze reflect[<Object>, <Circle>]® y komanany muuujy.

! Apollonius of Perga (mpu6mmkro 262. T. 1. H. € — 190. T. 1. H. €.), IPUKH
MaTeMaTHJap U aCTPOHOM.
2V Bep3uju Ha CPIICKOM je3uKy Inverzija u odnosu na kruznicu.
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Huesepsuja y npoepamckom anamy I eozedbpa

O0jeKTu Koju ce MOTY HHBEP3HO MPECTHUKATH CY:
— Tauke,

— IyXH,

— Tpase,

— KOMILIEKCHU OpOjeBH,

— TIOJIUTOHH,

— KPY’KHUIIE U JT1jeJIOBH KPY>KHUIIE,

— KOHYCHHU TIpecjely,

— ¢yHKIHj€ jeTHe TPOM]jeHIBHBE,

— rmapameTapcKe KpHuBe U

— UMIUTHIUTHE (anrebapcke) KpUBe JBHUjE MPOMjEeHIBHUBE.

Ymjecmo 3axmwyura

I'eorebpa je mnpBu Melly codTBepcKMM ajaTuMa 3a JIMHAMUYKE
TEOMETPHjCKEe KOHCTPYKIIHMj€ OTBOPEHOT KoJa Koja omoryhaBa WHBep3Hjy 3a
NpOM3BOJbHE TeoMeTpujcke objekre. OBO oTBapa MOryhHOCTH TIpUMjcHE
MOMEHYTOT ajlaTa y HampeJHUjUM KOHCTPYKIHjamMa, Kao M HCTPaKUBambHMa
BE3aHHUM 3a T€OMETPH]jy TPOyTIIa.

Ha commm 1 mpukasan je amo JKaprowosor! pjemema AmonoHHjeBOr
mpoOJieMa TpU KpYXXHHUIIE, KOHCTpyucaHor y anary ['eoreopa. Hacympor
TpPaIUIIMOHATHIM MeTo/laMa KOHCTPYKIIHje, KOje 3aXTHjeBajy IOCTa BpeMeHa U
TpyZa, 0Ba KOHCTPYKIIMja je TEXHIUYKH JaKa v Op3a y3 ToMoh mocbemhe Bep3nje
I'eorebpe.

%V Bep3uju Ha cpckoM jesuky ogledanje[<Objekat>, <Kruznica>].
* Joseph Diaz Gergonne (1771-1859), dbpaniyckn MatemaTidap.
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Japro 3. Jlpaxynuh

r ———— ——— N
€2 GeoGebra - - . =
Datoteka Uredivanje Prikaz Perspektive Opcije Alati Prozor Pomoé

|
A . [ o ({" e |l age || a=2 . Pomeranje povrsine za [:]
%7 ///—: /7 ®7 ‘\.)7 ) Y V) V) ‘%’ crtanje #*
L~

|

Unos @

Cruxka 1: JKapronoso pjemieme AmonoHujeBor npodiaema Tpu kpyra. Ha
CIIMIM Cy MIPUKa3aHa J1Ba o Moryhux
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2011.

Gisch, Ribando 2004: David Gisch and Jason M. Ribando, Apollonius’ Problem:
A Study of Solutions and Their Connections, American Journal of
Undergraduate Research, vol. 3 No. 1 (2004), pages 15-26.

Lopandi¢ 1981: Dragomi
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HeGojura B. UBkopuh”
Bucoka nocioBHO-TEXHHYKA IIKOJIA CTPYKOBHUX CTY/IH]ja
Yoxume Crtpy4nH paj

NHTEPIIOJIALIINJA PAITMOHAJIHE
OYHKIMNIE CA JIBE HE3ABUCHE ITPOMEHJBVIBE
[TOMORRY [NIOJIMHOMUMJAJIHE ®YHKIIMJE

1. Veoo

3a oxapehuBame aJeKBaTHOI OOJMKA TOJMHOMHUjATHUX (QYHKIIM]a
kopumiheHn cy Bulle)akTOPHU TUIAHOBM MPBOI M BHUIIET pelna, Kao U
CTaTUCTHYKA TeOpHja BHIIC(HAKTOPHE pErpecHoHe aHanu3e. Y MOCTYNKY
UHTEproNiayje KOpuiheHn Cy MOJHMHOMH 4YeTBpPTOr pena. IIponemypom
MaTeMaTHYKOT MOJENIHpama cy ojapeheHn mapaMeTpu Mojena OIHOCHO
KOC(HIIMjEHTH MONMHOMA. Y TMOCTYIKY MAaTEeMATHYKOT MOJEIHpama, KPEeHYI0
ce oJ MPOCTHjer 00IMKa MOIHMHOMHjalTHe PYHKIHWje, a Y HapeTHUM IHKITyCHMa,
UIIJIO CE€ JIO CJIOKEHHUjUX OOJIMKE MOJUHOMHUjaIMX (DyHKIMja BHIIET peia, CBE
JIOK C€ HUje T0OM0 ajieKBaTaH MaTeMaTHUKH MOJICI.

2. Ilocmynax unmepnonayuje 3adame payuonanne yHkyuje ca 0se
He3a8UCHe NPOMEHbUGE NOMONY NOTUHOMUJATHE PYHKYUje

uss oBor pana je Omo 1a ce pannoHATHUX (QYHKIIH]ja

Z= > ot XY + =Xy @)
(1+0.2x°+05y°) 4 6

WHTEPIIONIMpa ca TOJIMHOMHUjaTHOM (YHKIHMjOM Y TOAPYYjy Koje je
Je(hMHHUCAHO HHTEPBAJIOM:

xe(-1, 2)
y e (-1, 2).

Hajnpe nomohy nporpamckor anara MATLAB nart je rpaguuku npuka3
y 3D npocrtopy panonainae GyHKIHje z y aehuHUCcCaHoM moapyyjy (ci. 1).

“ prof.ivkovic@gmail.com



Hebojwa B. Hexosuh
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Cnuxka 1.

Y jpameM TOCTYymKy, Takohe KopuIIhemeM MporpamMcKor —anara
MATLAB, mnpukazan je y 3D mpocTopy 3aKOHHTOCT 3ajaTe palliOHAIHE
¢GyHKIMje Z y 3aBHCHOCTH O] MPOMEHJbHBE X 3a JWUCKPETHE BPEIHOCTH Y Ha
untepBany Y € (—1,2) ca kopakom pauynama Ay=0.1, (ci. 2).

2-082

y-0sa

X-0sa

Cnuka 2.
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Hnmepnonayuja payuonanne ynxyuje ca oge
He3agucHe npomensuse nomohy norunomujanie gynkyuje

Ha cin. 3 mpukasana je 3akoHuTOCT 3anate Gynkuuje z y 3D mpoctopy y
3aBHCHOCTH O]l IPOMEHJBHBE X 3a AUCKPETHE BPETHOCTH Y = {—1, 0,1, 2}.

z-0s2

Crauka 3.

Ha cn. 4 mpukazana je y 2D npocTopy 3akKOHUTOCT 3aaate QYyHKIHje Z Y
3aBHCHOCTH O] IPOMEHJBUBE X 3a IUCKPETHE BPETHOCTH Y = {—1, 0,1, 2}.

22

20

2-05a

Cnuka 4.
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Hebojwa B. Hexosuh

Ha cn. 5 nar je rpaduuku npukas 3agate QyHKIUje Z KAO0 U TMOJTHMHOMHU
YETBPTOT CTENCHa, JOOWjeHH Y TIOCTYNKY MAaTeMaTHYKOT MOJICIHpama, ca
KOjUMa je W3BpIIeHa WHTEpIoianuja 3aJare pandoHamHe (YHKIHje Z Y
3aBHCHOCTH O] IPOMEHJBUBE X 32 BPEIHOCTH Y = {—1, 0,1, 2}.

M Mod za Y=-1Z=13.3103+0.2339"x-1.4762°x 40,0317, 2+0.1087°.* M.Mod za Y=0 Z=19.9122-0.0604°x-3.4710*x 240.1127° 3+0 2693
2

T T T I T T T T
20 v i ; i —St F-ja 10 :L i E J: ‘—51 Fija ||
—— M. Model ; E ' | ——M Model
18 /e’/v: : \\\\ O Tacke

e
o 8 4 : : : . i

0 ° : ¢ ¢ ) p
y 3 : : i ; ‘s\\;
L e e S S
8 : : : esmmsasess -

5 1 i i i )

| | | | |
1 05 0 05 1 15 2

¥-08a X-052

M.Mod za Y=1Z=13.3103+0.2339"x-1.4762°x.2+0.0317°x.+0.1087x.*

M.Mod za Y=2 Z=6.6648+0.9984x+0.23337x 24+0.00267%.*+0.0197".*

22 ! ! ! : 2 ! ! ! ! :
0 g ' ! —S8tFja || 2 deef T3 Fa |
— M. Model ) { ! + | =M. Model
18 0 Tacke 18 " T T : O Tacke
16 : : : 4 i
o o 1 : LA ! [ — i
9 5 : : ; ! i
N U : R i frreeseee
: y T :
1 L s S . A S
8 : : ; 8 : : e T
. i ! 1‘, B 4 o 0 ! o
. I I | I R I I | | 1
-1 05 0 05 15 2 -1 05 0 05 1 15 2
%-052 %-082

Crauka 5.

Onmty 00K MOJIMHOMA YETBPTOT CTENEHa KOjU Cy MPUKa3aHM Ha cil. 5

C€ MOJXKEC HaIMcaTH Kao:

z, =by+bf x+by x*> +b; x® +b; x*, y=-1

z,= b +b” x+b? x> +bZx*+b; x*, y=0
Z,=Dbd+b’ x+b x* +b3 x* +b’ x*, y= @
z, =by +b! x+b) x*+b x*+b x*, y=2
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Humepnonayuja payuonanne pynxyuje ca 0ge
He3asuUcHe npomeH/buse nomohy nonunomujanne hyHkyuje

Y jajbeM TOCTYNKy Tpeba OAPEAMTH 3aKOHMTOCT —Iapamerapa
{b,,b,,b,,b;,b,} y saBucrocT o npomensbuBe y.

Ha ci. 6 npukasane cy BpesocTn mapamerapa {0,,b;,b,,0,,b, } koju
MPOMCTHYY 3 TOJMHOMA YeTBPTOT CTenexa 3a Bpeanoctn Y = {—1,0,1,2}, .

5.
Takohe, Ha cn. 6 TmTpuKa3aHa je 3aKOHMTOCT Mapamerapa

{bo,bl,bz,bs,b4} KOja je MCKazaHa y OOJMKY IIOJMHOMA IETOr CTeleHa Y

3aBHUCHOCTHU O NPOMCHJbHUBC Y.

Z:1912342-0.67435"{-12%2169*‘,’.2+1.625161"\1.3+3v888621"\/.4-1.42207"\/.6 Z:-D.DG??-D.USU%’VW.SBZD15"y.2+0.047261’\/.3-0.08499’v.4+0.01885’\/.5

-1 05 0 05 1 15 2 EE 0 05 1 15 2
y-osa y-05a

Z=-3.38496+0.169362'y+2 840063 -0,53001%.-0.94868% 40353341
2 i i i i i

2

1

A

[
N
I Wl AR
e IR

) H i H i i
4 05 0 05 1 15 2
y-052

b2

= 0.113015-0.00395%-0.12758%.2+0.022700% *+0.0482767. 10,01 70775 Z=0.254673-0.02202°%-0.21444%7+0.08132%*+0.070484% +0.02724%

08

Y i N
: : : 06

3
04

Cnuka 6.
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Hebojwa B. Hskxosuh

Kana ce 3akoHHTOCT OBHX MapameTapa yoamu y uspas (2) noduhe ce:

7=19.12342-0.67435 y-10.2169 y* +1.625161 y° +3.888621 y* —1.42207 y° +

X (-0.0677 —0.06096 y +0.392015 y* +0.047261 y* —0.08499 y* + 0.01885 y°) +
x*(~3.38496 +0.169362 y +2.849963 y* —0.53091 y* - 0.94868 y* +0.353341y°) +  (3)
x*(0.113015-0.00395y -0.12758 y 2 +0.022709 y* + 0.048275 y* —0.01707 y°) +
x*(0.254673-0.02202 y—0.21444 y* +0.05132 y* +0.070484 y* —0.02724 y°)

Ha cn. 7 y 3D npoctopy mpukaszaHa je 3ajara palMOHanHa (yHKIHja
(1), monmmHOMHjamHa (QYHKIHMja TIETOT pedaa ca KOjoM je U3BpIIeHa
uHTepnonanja (3) W rpelrka HMHTEpIojaluje Kao pasiuka u3Mely 3amare
paunonannae ¢pynkumje (1) u nonunomujanue gynxamje (3).

I'pemka wHTEpHONanMje je 3aHEMapJPHBO Majia MITO CE M BHU3YETHO
MO’K€ BUIETH Ha CII. 7.

Crnuxka 7.
3. 3akwyuax

Y 0BOM pagy mIpuKazaH je OpuUMep y KOME je 3ajara paluoHaIHa
¢byHKLMja pecTaBJbeHa Ha a/IeKBaTaH HaYMH OMONy MaTeMaTHYKOT Mozefa y
00JIMKY TOJIMHOMHjaJIHE (YHKIMjEe MEeTOr peAa y JAeGHHUCAHOM MOAPYY]Y.
Taxohe, y oBoM pany Ha Bu3yesiaH HauuH y 3D mpocTopy npukasaHa je Tpermka
MHTEpIIOIALMje KOja je 3aHeMapJbUBO Majla YUME j€ MIOCTUTHY LHJb OBOT paja.

JonpuHoc OBOT paja je y ToMe HITO ce MPEKO OBOT IpUMepa Mokasyje
Ja ce OwiIo Koja paluoHalaHa (QYHKIHMja MOXE NPEICTaBUTH  ca
MOJIMHOMHMj aTHOM (DYHKIIMjOM Ha aZieKBaTaH HAUMH.

[IpakTryan 3Ha4aj oBOr paja je Benwku. Ha mpumep, ako je morpeGHO
WHTETPAINTH TOJWHTETPATHY (YHKIHjy, Koja je y OOJHKYy palHOHaIHe
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Humepnonayuja payuonanne pynxyuje ca 0ge
He3asuUcHe npomeH/buse nomohy nonunomujanne hyHkyuje

¢yHKLMje, y HeKoM JeuHICaHOM HHTEPBAally, OH/Aa TO MOXKE OMTH TeXaK 1Mocao
n y BehwHH ciydajeBa ce OBaj mMpoOieM CBOAM Ja C€ HEe MOXKE DPEIIuTH Y
KOHA4HOM OOJHMKy. MelhyTuM, ako NOAWHTErpalHy pamuoHAIHY (GYHKIH]Y
MHTEPIIOJINPAaMO ca MOJMHOMHUjATHOM (PYHKIHjOM Yy MOJPYYjy Ha KOME CE BpIIN
WHTETPaJbEhe, OHJa HWHTETPaJbehe Ca TOIMHOMHjaTHOM (YHKIIMjOM TIOCTaje
BPJIO jeTHOCTABHO, a PEIIeHEe Ce CBOIM Ha KOHAYaH OOJIHK.
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STRUCTURAL IDENTITY FORMULAS AND
SERIES WITH APPLICATION TO ELASTICITY
WITH THE STATISTICAL INDEX

This paper is dedicated to V. Peri¢ and
B. Schweizer who have passed away recently

1. Background

It is almost impossible to find domain, whether it be in technical or
social sciences, where the concept of elasticity is not present. This all-out
presence springs from the fact that all measures of elasticity whether they be
analytic (elasticity coefficient) or graphic have advantage over other variability
measures: they represent statistical invariants.

The theory of ,,The Complete or Total Coefficient of the Aggregate
Demand Elasticity” was introduced and published in three follow-up papers.
With the Average Base Index and Average Chain Index (the final form of which
was constructed on the smooth arc of the hypercurve (S. Sekulovic, [4]) this
theory was developed in E™ with the usual or standard metric/norm. In it, only
implicit definition of the Fractional Market Shares with their inception formula
in non-analytic form was introduced. Need for its improvement towards easier
practical use has become imperative.

2. Structural Identity Formulas — Concept and Interpretation

Definition 2.1. Formulas

1
Po = Tl + )
- (1)
q
=, =12 ...m—1)
:pq l‘[;‘{ﬂz—ql(-l_l_ Ak} (q m }

(A= 0(vEk)(k=123,...m—1)

(memN)(im > 1),

are called the Structural Identity Formulas (SIF).

“ slobodan.sekulovic@gmail.com
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Theorem 2.1. (SIF Theorem). SIF satisfy the following identity:

+ X750, =1, (vm € M)(m > 1), )
Proof We shall derive the proof by mathematical induction:

1° For m = 2 expression (2) becomes
1 JL_ _
PotP1 = 144, an’ 1+,

Thus it is valid for m = 2.

2° Suppose that (2) is valid form =u = 2, i. e.

e qu JE=cETm Zns: ETR ©

3° Let us prove that expression (2) is valid for m = u + 1. We have

1 A
po + ;’pq “fEaras ;—Hﬁzq(1q+ = (4)
Note that expression (4) can also be written as
- 1 )
pD+qupq=1+,lu.H 1+ Z]‘[ (1+,:|,,{} 1: )

or

1 A
pﬂ+Zipq:1+,lu. T (1+,1k} Z]‘[ (1+,1k} v ©
=

By assumption (3) the expression in the bracket is equal to one and
thereby

1 A
— 4+ R
1+4,;  1+4y

Pot E;:ﬂ"q =

Thus expression (2) is valid for m = u + 1, and consequently represents
an identity for m = 1,{(m € ). We shall call it the Structural Identity (SI).
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3. The SIF Interpretations

Exposition in this paragraph will bring out some interpretations many of
which can be very usuful in its domain. We shall consider the following four:

(i) the SIF and the Figurate Numbers;

(ii) the geometrical interpretation;

(iii) a technical interpretation;

(iv) the statistical interpretation with application in economics.

3.1. The SIF and the Figurate Numbers

It has been demonstrated that the following identity is valid:

1
T (1 + Ay) Z IT:=, 1":1 + As)

{(’m E Mi(m = 1), @
'I:}Lk =0(vk)(k=1,273,..,m—1).

=1,

Fori, = A, =« = 4,4 = 4, (A = 0) it assumes the form:
L yyml 2 o (meN)m>1) (8)
(1+m-2 - HaTl (qppym-g :
Let A="200 (meN)(i=1,2..,n). Substituting it into (8) we
obtain:
m—1
jm-1 N (n+1—1}1m“?‘1_1
(n+1)m™1 — (n+1)yme
=
(n € N),
(me MN)(m=> 1), (9)
(i=1,2,..,n).
Adding up (9) for all i yields:
Bt Zzz (n+1— et
G m+nme
(n £ M),
{memm}ﬂ (10)
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For different values of m expression (10) yields some interesting
formulas:

Letm = 2. Then
noig n +1—i
Ez—ll_'_Ez—l(n l}zn :'ZI
n+1 n+1
_n(n+1)
= 5 ,

(11)

since
E?:ii = E?:i(n +1-— E’}

This is to say that for m = 2 expression (10) yields the formula for the
n-th Triangular Numbers.
Form = 3 we have

Yt Ehn+1-1i Eh,n+1-1)
(n+1)2 (n+1)2 n+1
=n, (12)

where:

i 2_n+1@En+1)

” 1-2-3 " .
= 13
;(m 1-1) = ”—(”; D)

By solving (12) for Xi=y(n+ 1—i)i we arrive at the following
expression:

Z(n+1—i}£ =n(n+ Lin+2) | (14
i=1

1-2-3

This is to say that for m = 3 expression (10) yields (14), the right-hand
side of which is known as the formula for the n-th Tetrahedral Numbers.

For m = 4 expression (10) becomes

it ¥in+1-0i? Fihin+1-0i Ein+1-10)
(n+1)3 (n+1)3 (n+1)? n+1
=n, (15)
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where:

noo-3_ n?(n+1)?
=T = - '
(nt1l)int2
Thy(nt 1-0i =0,
(n+1
TR (n+1—1) =225

By solving (15) for it (n+ 1 —i)i? we have:

H

, 1 1 2) 1
Z(n+1—i}i‘=n(ﬂ2+ }-n(n;z}‘;ﬂ; }'H' (16)

i=1

By analogy we can generate the formula for the computation of the sum

Yen+1-i™

for m =5,6, ... The formula can be very useful and applicable in
solving many problems in mathematics and its applications.

3.2. The Geometrical Interpretation

Here, we shall demonstrate that the coefficients of any arbitrary convex
linear combination of a finite number of vectors 7, 7,..., 7.€ E™ can be
expressed by SIF.

X; A

Xz

Xy

Fig. 1.

Let us consider the space convex polygon, which is bounded by the
polygonal line M;M,M;M.M;. By Fig. 1, we are about to calculate the radius
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vector ETE of any arbitrary point of the given space convex polygon. The radius

vector Ry of the point 0y divides the line segment M, M, in the ratio
M

=22 4 =0

G-_J'ffg
From Fig. 1 we have

M0 = 2,0, M; ,
R, —n=4(7m-R.),

R+ MRy =7 +A7;

and finally
— 1 —
R; - - @

+ 5 .
T+, 2 142,

By analogy, the position vector F of the point @, divides the line
segment &y M in the ratio

oy 0
.—12: — 11 ..-’-'LEEGJ
GEJ"’IE

and has the form

— 1 — A

B, = R, + = 18
T T IR (18)

or (after substituting (17) into (18))

o 1 — Ay — Ay —

Ry = RETRIZESRAE! + (L A0(154) 2 T 1ea, B (19)

By proceeding similarly, the radius vector ETE of the point O3 divides the
line segment 0, M, in the ratio

_ 0105

Az =
37 oMy’

Az =0,

and has the form

Ta (2 ﬂ}

R R,
= -+
TT14A; % 144,

or (after substituting (19) into (20) and arranging)
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T AT A A+ A0+ At A+ A+ A+ A5)
A

—
T3

n 2
(1+4:)(1+43)
:13 f—
—_—Tr . 21
1+ A5 1)
The computed radius vector ETE is a function of:

a) radius vectors of the points M; = (13), M.= (1), M3 = (3),
My = @;

b) weights, i.e. the convex linear combination cofficients

1 i
Po= iyt Aty =0
B P

AT ma e =) +i _,

“12 + Po :pq -
P = Ayt ay P20 =

s

Pz = T+ (pz = 0)

E

By analogy we introduce rz, 7%,..., o€ E™ and obtain the convex linear
combination coefficients which mimic the SIF. And that is what we set out to
demonstrate.

3.3. Technical Interpretation

This interpretation asserts how and why individual voltage drops in a
simple electric circuit can be expressed by SIF.

Ry By Ry
VW AN ;\AA
v, = IR, v,=1IR, v, =IR,
L
[l
B

Fig. 2.
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Fig. 2 shows the circuit diagram of a simple circuit composed of:

(a) battery power supply E.;

(b) series connection of m circuit components, resistors R,
(k=1,2,3.....,m) with variable resistance.

Applying Kirchoff’s voltage law to the circuit by starting at the positive
terminal a of the battery, traversing the loop clockwise, and taking the voltage
drops as positive, we have the following balance equation

L’T1+F2+F3+"'+Um_EEb:ﬂ,
or

IR1+IR2+IR3 +"+me: EEZ:"

Note that by simple arrangements of the balance equation, individual
voltage drops V. (k = 1,2, ....,m) can also be expressed as a percentage of E;,
ie.

1 R 1
Ek =R—k'—R_J (%
ab 1 1+E;§';2R_J
1
=1,2,...,m). (22)

Let k = 4 (4 resistors in the circuit). Consider the following ratios:

g = REog, (3> 0)
Vl_‘;l’l Rl_‘;l’lJ ‘:l'l 1
Vs

W+

['4 Hél
—_— A, = =({1+ 1+«1ﬂ11, A= == 0.
.[%L VZ VE 3 Rl ( ﬂ’l}( L} 3 ( 3 :]

R
=, =>§ =1+, (4> 0), (23)
1

After substituting expressions for the resistance relatives ?, ? and ?

into (22) and
arranging we have:
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Vl _ 1 (_ }"

Eop 1+ +A0(1+25) 0

VE “;l’l ( jl

—_— = = :pl "

E (1+ A1 +A,)(1+25)

I};b_ 2 N ; b (ot pL+pa+ps =1
Eap (1 + 4,001+ A3) = P2

Vs Az

Eﬂb - _l + .-13 (_ pE}J )

By analogy, for k=m we take the following ratios into consideration

Vo Vs _3 Vs _3 Vi _3
I“T1_‘;L'LJ R A W+ +V 3;---;221;11%{— mol

. . . . . R, R
from which we derive expressions for the resistance relatives R—“ : R—E s

i—m. After substituting the resistance relatives into (22) and arranging, percentage

voltage drops ;—"; assume the SIF form.

L

3.4. The Statistical Interpretation with Application in Economics

The statistical interpretation (with application in economics) of the SIF
springs from economic system which is far more susceptable to human
subjective perception than the technical system from the previous exposition. To
illustrate this, we opt for an example related to market competition.

Suppose:

a;) Geographical, i.e. the spatial dimension of the market under
observation is

clearly defined;

a,) Time frame, i.e. the period of observation [Ty, T] is set up;

az) Present in the market is a limited number m of independent firms
which

constitute an industry. They compete over the same payment limited
available demand with their homogenous and brand-name
goods/services.

On these grounds, the aggregate demand of the set of homogenous
(competitive) and brand-name goods/services is defined as

g:= Zqi (249
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wherein the system®:
QE = ﬁ(X}J (l = 1.1 2.1 "'Jm}-'} (25}

Xe=(xy, x5, 0, X))

represents the subfunctions, i.e. demand functions g; for the brand-name
product i; & is the price vector which reflects the price level x4, x4,...,%,, Of
each rival product i = 1, 2, ..., m respectively. The theorem follows:

Theorem 3.1. (Fractional Market Shares Theorem). If demand functions
g; (i =1,2,...,m) are related by expression

f;-'(X} X
=—, (i,j=12 ...m; i=j) (26)
fz(X} x_;l'
throughout the observed market in the observed time period, then the

share of an industry’s sales made by each (firm) is given by the formula:

1
o=t ® 1 Lo . (27)
Xy
4q Ay ']_+E;?1=2;
il

We leave out the proof which is straightforward, and it only employs
simple arrangements of the balance equation (24) and expression (26). From the
mathematical point of view, formula (27) holds true. But, the formula (22)
which depicts a technical system holds true as well, and yet technical laws and
conditions which generate it are deterministic by their nature, whereas the
conditions which give rise to (26) and consequently (27) are more or less
probabilistic ones. This translates into understanding that formula (22) and its
analogon, the SIF, can stand up under scrutiny, whereas the extent to which (26)
that is (27) is reliable is influenced by the market conditions which calls for two
notes:

a,4) Expression (26), i.e.

A _

ﬁ.(X} x_;l' !

exploits a ,silent assumption” that the price competition has primary
sway in the observed market, and in the observed time period. The impact of
other variables (e.g., quality, design, service abilities etc.) in terms of boosting
stronger preference for consumption of one given brand-name product over the

(ij=12.,m i#])

! In broader sense

g; = il g xp) = Flo, (8 2,08, x ()] = E(). (i =1.2....m) , ie each
demand function g; for the specific brand-name product i is a composite function which
indirectly depends on time. Also, other mathematical considerations such as continuity,
differentiability etc., are not vital for the point we want to make. 10
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other, can be disregarded because the brand-name products are identical in this
respect. However, this is only approximate truth in reality!

as) Suppose consideration a,) utterly holds. Even then, degeneration of
expression (26) resulting from persistant unallowed practices (e.g., price fixing,
i.e. prices unilaterally set by large corporations, selling items below cost to
lessen competition and to injure competitors, etc.) and in particular from the
monopolistic practices can take place. The regulations prohibiting unallowed
practices should be vigorously enforced. Yet, it is not easy to identify
monopolistic practices with certainty. A number of indicators for empirical
identification whether an industry is monopolized or competitive has been
launched. The level of an industry
concentration (the share of an industry’s sales controled by a few largest firms)
is among traditional ones. However, historical evidence has it that the antitrust
cases related to and derived from a significant level (60% or more) of an
industry concentration "... rested more upon consensus than upon evidence ...
that this level of industry concentration allowed a substantial amount of
noncompetitive behavior. In general, all measures indicators of monopolistic
power differ in their perception: what does generate, that is what does the market
power arise out of (e.g., market share, governmental regulations which favor or
tend to impair competition, etc.)?!

Having taken the market conditions a;) and as) into consideration, we
proceed to establishing the connection between expression (27) and the SIF. Let
k = 4 (4 competitors in the observed market). Consider the following ratios:

FziX) Xy
_— = = — = ' = ﬂ ¥
@1l X) jll Xy jll (Al }
e (XD _ 1 __
—ma_l:.f:l'qugl:Xl:I = ..-12 =] e = (1 + j:ld_}ﬂ,gl (.-'-'L: = ﬂ}; (28}

PalX)
@1 (X)X + e (X)

=3= 2= (1+ )1 +22)3, (43> 0).

After substituting expressions for the price relatives i—Jz—' and j:—' into
B 4

(27) and arranging we have:

2 George J. Stigler (1988), Memoirs of an Unregulated Economist, New York:
Basic Books, Inc., Publishers, p. 100.
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1

R A CErm Rk
Ay
@2(X) = (= p1),
(1+11£1+«1:3'(1+«133' L (py + Py + pa+ Py = 1),
s () = 13,13 (= ps), )

By analogy, for k& = m we take the following rations into account

@2 (X) _ @3(X) -1 P (X) -2
@1(X) ’ @ (X) + @2 (X) - ’EL":‘E@:{(X} m-1

X3

- - . - . Ly Ty
from which we derive expressions for the price relatives —=,—, ..., —

ey .
1 g m

After substituting the price relatives into (27) and arranging, the Fractional

Market

Shares ¢, (X)) assume the SIF form. And that is what we laid out to

demonstrate.

A, ...

fa(A, ...

4 =0,

4. Series with Probability Normed Coefficients

Definition 4.1. Infinite series

Z fn (ﬂd_.l "-J*‘lk.l ---j_. (29}
n=1
wherein
Aore) = =
L T l__[;c:1(1+41k}J
A Ay TR +2
_lzlk_; “-} n—1 n—1 Hk—l( i'{} (Tl = 21

MU+ 2 TR +4)
A =0, ..

is called the Series with Probability Normed Coefficients or the

Structural Series (SS).

A = 0.

Theorem 4.1. (SS Theorem). The Structural Series converges for all
It converges to 1 if the series ¥.—, 4, converges, and if ¥, A

diverges it converges to zero.
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Proof. Let the series ¥;—,4; be convergent. Then infinite product
[1x=4(1 + A, ) converges as well, and the following inequality is valid:

R+ 4)
[hi=a(1 + 4
<1 (30)

0=

Multiplying expression (30) by 4,,—4 yields

Anoy - TRZ3(1+ 4)

0 <int
=1 (1+ 4%)

< Apet, (vn € N)(n = 2),

or
0<f(Ag, e gy o) < Ay g, (vnEN)(n
> 2). (31)

Based on the First Comparision Principle for the series with positive
terms, it follows from expression (31) that SS is convergent. Its partial sums
form the bounded and monotone-increasing sequence:

0 < 5:(A, e, Ay o) = L+ A <1,
k=1

IS+ A
0<5,(A, 0, Adgyo) = 71_[?:1(1 0 <1, (vne M(n=2),

(32)

and

CMpoa(1+ A (14 A)  TIEH + A
Sl b ) =M 39307 Thn@ +40)
=(1+21,)-5,>5,.(33)

Since obviously

(ﬂ(i + Ak}) — (H(i + Ak}) (n— oo}, (34)
k=1 k=1

then
lim 5,(4;,..., 4, ..) =5 = 1. (35)
=00

Now, let the series ¥.—,A; be divergent. Then infinite product
[Ti=,(1+ ;) diverges as well and f,(44,...,44,...) =0 for every n € N.
Consequently, SS converges to zero. Thus the proof is complete.
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Corollary 4.1. Let S: (TI2, R, ) — {0, 13 be a function defined by

(w, = (A4, Aoy e Ay o) E nRﬁ“‘) S(4)
i=1

= Az A ), R = [0,00),
Then the family, d(:fT;ed by
Ker(S) = {$71(0),5 (1)},
where 571(0) = {(A)pen: A ERy™ A T, A = o0} and
S7TH) = {(Apen: AL ERyT A T A<} Cly
is a partitioning of a set H;’;lRDJ’ induced by function 5.

Proof. This follows easily from the definition of the Strucutral Series
(SS) and the SS Theorem.

Corollary 4.2. Let S,:(ITZ,Ry")—={0,1},pEN, be a family of
functions defined by

(w, = (A1, A2, ver) Asgy o) € HRHJ’)S?,(A} = an{il,fj v A )
i=1 n=1

EN,Ry" =[0,c0).

Then
(i) (Vp EN) it Ap <00 = 5,(D) =1,

(i) S730) ={(A)ew Ak € Ry A Tpe Al < oo}l
p € M.

p for every

Proof: (i) Note that
(w,e HRD“‘)(V;:E M) Z,lk:‘:m:‘-z,l::‘:m.
i=1 k=1 k=1

Then we employ the steps of SS Theorem to get:
(WMpeN) I, A< =5,A)=1
So (i) is proved.

240



Structural identity formulas and series with
application to elasticity with the statistical index

(it) Follows directly from (i).
Corollary 4.3. Let G: (TT;Z4 R) — {0, 1} be a function defined by
(‘ﬂ = G Ao i) €| R) 6 =) fullash 22 1A, ).
i=1 n=1

Then
(i) the family, defined by Ker(G):={572(0),571(1)}, where
S7HO) = {(A ke nidi ER A Nzl dg] = o0} and

ST ={(A)eems A € B A Bp=qldp| < e} =14 is a partitioning of a set
[1Z, R induced by function &,
(ii) function 5 is a restriction of & to H§'§1RD+, le.5=6|[IZ; R,™.

Proof. Follows easily from the definition of SS, SS Theorem and
Corollary 4.1.

5. Final comments

There is considerable evidence to support a conjecture that the results
obtained in this paper for the concept of the Complete or Total Coefficient of
Aggregate Demand Elasticity, initially developed in R" with the usual or
standard metric/norm, can be applied and extended to more generalized situation
- to probabilistic normed (PN) spaces in the sense of C. Alsina, B. Schweizer
and A. Sklar.

PN spaces are real linear spaces in which the norm of each vector is an
appropriate probability distribution function rather than a number. Such spaces
were first introduced by A. N. Serstnev (Dokl. Akad. Nauk SSSR 149 [1963],
280-283). But C. Alsina, B. Schweizer and A. Sklar (Aequationes Math.
46 [1993], no. 1-2, 91-98) developed a new definition of PN spaces which
includes the definition of Serstnev as a special case (see [6-8]).
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ITOBE3AHOCT IIOCTUT'HY'hA YYEHUKA O ITPUPOHUM
BPOJEBNUMA YV OKBUPY CAIP’)KAJHOT' 1 KOTHUTUBHUX
JJOMEHA VY 1V PA3ZPEZLY OCHOBHE LIKOJIE

Y HacTaBu MaTeMaTHKe 3Hamba CE CTUYy Kao CHCTeM II0jMOBa U
YUIbEHUIA, TPU HYEeMy C€ CBakO HOBO 3Hame JIOTMYKH HaJoBe3yje Ha
onroBapajyha mperxomHa casHama. Caapkaju jegHe TeMmarcKe IenHe
CTPYKTYHPaHHU Cy TaKo Jia c€ JAaHYaHO MOTY MOBE3aTH y HU3 YHMjH CE CBAKH WiIaH
MOYKE M3BECTH Tj. YIO3HAaTH MPEKO caapXkaja KOju My MpeTXone y HH3Y.
I[TojmMOBH ce yBOzE TIOCTYITHO M pacnopel)eHn cy Tako Ja ce 3Hamba MPOrpaMCKUX
[eIMHA CTE€YeHa y jeqHOM paspedy Hamorpalyjy W Hpomwvpyjy y HapeIHUM
paszpenuma.

C nmpyre cTpaHe, II0jJMOBH C€ YBOJIE Y CKJIa/ly Ca HUBOMMA 3Hama KOjH Cce
UMajy TocTuhu y TIpoLlecy ydema, a KOju Cy XHjepapXujcKu pacropeheHn tako
Ja pa3BUjeHOCT KOTHUTHUBHHX CIIOCOOHOCTHM JEJHOI HHUBOA YKJbyuyje
Pa3BUjEeHOCT UCTUX HA HMXKEM 110 KOMIUIEKCHOCTH HUBOY.

To 3naun nma ce onpelyjy 3amanu 3a 1mMojeAMHA MPEIMET, alld U 32 CBAKU
paspel M TO Tako Ja Ce HPEeLU3Upajy: caopowcaju TporpaMa, OJHOCHO INTa
yUeHHK Tpeda Ja 3Ha, kganmym (KOIUKO) M HUGO 3HAMA 110 KBAIIUTETY, alld HE ca
CTaHOBHMINTA INTa HACTaBHHK Ja mpeaaje, Beh mra ydeHuk Tpeba na 3Ha.
Cazmpkaju cy YCIOBJBEHHM IPOTPaMCKHM 3ajanuMa pgatiM y HacraBHoM
nporpaMy MaTeMaTHKe 3a OCHOBHY INKOJy, a HUBOM 3Hama (KOTHUTHBHU
JIOMEHH ), HEKOM OJI CABpEMEHUX TaKCOHOMHU]a.

Y ypehuBamy Omio Koje o7 HaBEJEHHUX KOMIIOHEHTH yBEK Tpeda
MOJIAa3UTU O] oiroBapajyhe HayuHe memoolonoeuje. HajkoMIunkoBaHuje, a
JIeNIOM M HajayOuosnuje je onpehuBame o06pazosnux HUBOA (KOTHUTHUBHH
nomeHn). Amepuukn HaydHuk bewamuu C. biaym (Bloom 1981) je jeman ox
ayTopa KOjH je, 3ajelHO0 ca CBOjUM capagHuIMa, Mehy mpBHMa ycmeo 1a
CUCTeMaTHu3yje LUJbEBE W 3ajaTke HacTaBe. Mmajyhu y BUIy YMi-eHUILY J1a ce
3Hama KOja Cy OPraHN30BaHa Y HEKaKaB CUCTEM 00Jbe yCBajajy U Opike mamTe o1
M30JI0BaHUX M HEMOBE3aHUX YHILEHHILA, OH j& pPa3pafuo MAaKCOHOMUY Y
o0yacTu KoeHumueHoz TOApYydYja KOja CaApKH BAaCHHTHO-OOPAa30BHE IMJBEBE
nopehane y xujepapxujcku HU3, O] HajjenHoCcTaBHUjuUX (Mamheme, pasymeBame,
NpUMeHa) Ma J0 OHMX HajBUIIMX M HAjCIOKEHHjUX (aHanM3a, CHHTE3a,
eBallyaliyja), rae JOMHUHNAPA]y BUIIH KOTHUTHBHH MTPOIIECH.

C 003upoM Ha CTPYKTYypy cajapikaja KOju Ce H3y4aBajy y MOYETHO]
HACTaBU MaTeMaTHKe, Ka0 W XHjepapxHjcKy onapeheHOCT KOTHMTHUBHHMX HHUBOA,
OUeKyje ce Ja Cy 3Hama KOja YUCHHUIH CTUYY IIOBE3aHa, KaKO y CaJApiKajHOM,

“ nmalinovic@yahoo.com
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TAKO ¥ Yy KOTHUTHBHUM JOMEHHMa, OJHOCHO OYEKyje Ce Jla yUCHHUIH 3Hamba
CTHYY Kao CHCTEM YHILCHHIIA W TeHepanu3aluja mTo he ce MCIUTATH OBHM
uctpaxkuBameM. [Ipo0ieM je akTyenaH C acrekTa MeNaromrkor, MPakTHYHOT U
JpYIITBEHOT 3Hauaja. [legaromky 3Havaj 3acCHUBA c€ Ha MOTPeOU 3a MPOMEHOM
IUJbeBa W 3ajaTaka oOpa3oBama KOjU TPETeHAYyjy Ha KBaJUTETHHjE Tj.
caBpeMeHHje oOpazoBame. llpakTmuHmM 3Ha4aj] orjena ce y NpUIpPEMamy WU
OpraHM3allMju HACTaBe Yy KOjOj Ce 3Hama M3 MaTeMaTHKE yCBajajy Kao CHCTEM
TI0jMOBA, a HE Kao CKYI M30JI0BaHUX YHMIbeHHUIA. J[pYIITBEHH 3HAaUaj IPOUCTHYE
U3 YneHuIle 1a edukacHUje obpa3zoBame yTUde Ha (OPMHUpAE W Pa3BHjambe
3pelie TUYHOCTH YYCHUKa, Kako Ou (opMUpaii KpUTHYAH M HE3aBUCTaH CTaB Y
MPOICHUBakY U oJipehuBamby CONCTBEHOT MOHAIIAKA Y PA3IUYUTAM KHUBOTHUM
OKOJIHOCTHMA.

1. Memoodorowxu okeup ucmpasxcusara

VY carnenaBamy IOBE3aHOCTH yclleXa y4YeHHMKAa IOUUIIO Ce, C jeIHe
CTpaHe, o]l IPOTPAMCKHUX 3aJ1aTaka KOju c€ OAHOCE Ha cajpikaje O MPUPOJHUM
OpojeBuMa koju ce m3yuaBajy y [V paspemy marux y HacraBHoM mporpamy
MaTeMaTHKe 32 OCHOBHY IIKOIy. tbuma je onpelen campkajHu JOMeH, OHOCHO
mTa y4eHWnH Tpeba Ja Hayde y oOlacTH OHora ITo je Iuranupano. C apyre
CTpaHe, MOILIO CE€ O] TAKCOHOMH]je IIJbEBa U 3aJaTaka HacTaBe M HUBOA 3Hama
[0 KBAJIUTETy KOje OHU Tpeba Ta Mepe, OJHOCHO KOTHUTHBHHX nomeHa. C
003mpoMm n1a je HacTaBHUM mporpamoM y IV paspeny mpensuheno 132 gaca 3a
o0acT Koja ce OJHOCH Ha Cajpkaje O MNPUPOJHHM OpojeBUMa, OBUM
UCTpaxkuBambeM o0yxBaheHo je mpeko 75% calpikaja Koju ce U3y4yaBajy y OBOM
paspeny.

Lun uctpakuBama OHO je 1a ce: U3paou maxKcOHOMCKU MOOe Kojum Ou
ce Mepuo HUB0 3HAarA YUeHUKA NO Keanumemy, UHCMpyMeHmu nposepe, ymepou
cmeneH 0OCmMeapeHocmu 3a0amakda Hacmase o NpUpoOHUM 6pojesuma y
yemspmom pazpeody 3a C8aKy Kame2opujy 3Harba 0amy y makcoHOMCKOM MOOey
U Ha OCHO8Y moza 0a ce YMEPOU NOBe3aHOCH YCnexa YYeHuKkd, KAaKo Y
caopoicajuom  OoMeny, mMako U Y KOSHUMUBHUM OOMeHUMAa oopeheHum
KOHCMPYUCAHUM MAKCOHOMCKUM MOOENOM.

VY cknagy ca MOCTaBJbEHMM LUJBEM H3JBOjEHU cy clieaehn 3amanu:
Yymepoumu noeazaHocm ycnexa y4yemuka mehy KOSHUMUGHUM OOMeHuMa,
00HOCHO Meljy Kamezopujama 3HARA MAKCOHOMCKO2 MoOena U Ymepoumu
NOBE3AHOCH YCNeXa YYeHUKd Yy peudasary 3a0amaxa Koju ce 0O0Hoce Ha
caopoicajuu 0oMeH 0 NPupoOHUM OpojesumMa, OOHOCHO usmely npocpamcKux
3a0amaxa u mo 3a c8axy Kame2opujy 3Hara MaAKCOHOMCKO2 MOOed.

VY uctpaxuBamy je KopuiheHa oeckpunmueHa memooda y aHaTUTHIKO],
KOMITAPaTUBHO] M KJIACU(QHKAIMOHO] BapWjaHTH. AHaIM30M ce JIONUI0 10
nojjaTaka 0 TaKCOHOMCKHM MOJICNTMMA, IMJbEBUMA W MPOTPAMCKUM 3a/ialliMa
HacTaBe, OJHOCHO KOJMKO CY OHH OI€pPallMOHAIM30BaHM M KiIacH(PUKOBaHH Y
TIOTJIely KOHKpeTHU3allyje, peau3annje 1 MOTYRHOCTH MPOBEpe OCTBAPEHOCTH
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3axTeBa. Kiacupukanmjom nporpaMcKkux 3amaTaka paTux y HacraBHom
Iporpamy MaTeMaTHKe 32 OCHOBHY IIKOJY KOHCTPYHCAH j€ TAKCOHOMCKH MOJIEI
npeMa HUBOMMA 3Hama 110 KBAIUTETY.

N300p TexHHMKE W HWHCTPYMEHaTa KOjU CYy NPUMCHHBAHH Y OBOM
UCTpaXMBamby, W3BPIICH je y CKIAAy ca HPUPOAOM IpolieMa W MeToaa y
UCTpaXHBaky. YHyTap NIECKPUITHBHE METOJE NpPUMEIMBAHA € MeXHUKd
ananuse caopoicaja 1 mecmuparse.

TexHuka awnanuse cadpoicaja kopuiiheHa je aa OM ce JONIUIO JIO
rmoJlaTaka O ONMMCHMa HHMBOA 3Hama MO KBAJIHUTETY KOju 00e30ehyjy ocHOBY 3a
JIOHOIICEE 3aKJbydaka O YCIeXy YUYCHHKA, Ka0 W TPHIMKOM HCIUTHBAbA
BAIMIHOCTH 3ajaTaka JaTHX y TecToBUMa. JIOTMYKOM aHaJM30M HCIHTaHA je
caApKajHa BATUAHOCT JAaTUX 3aJaTaka KOjOM je yTBphHeHO ma I 3ajaru
0o0yxBarajy cBe 3aXTeBe JaTe y OAroBapajyhuM mporpaMcKuM 3afaiuMa 1 Aa I
Cy y CKJaJly ca HHBOMMAa 3Hama Koje Tpeba aa Mepe, a Koju cy oapeheHu
TaKCOHOMCKHM MOJICJIOM.

Texnuka mecmuparba ¥ mecm Kao MEpPHU WHCTPYMEHT KopHitheHu cy
3a yTBphuBame ycrexa ydeHuka. KopumiheH je KpPUTEpHjCKH TeCT KOjUM ce
yTBphyje mTa u A0 KOT HUBOA CY YUCHHUIIN HAYYWIIN Y OOJIACTH TUIAHUPAHOT.

TakconomcKu MoOen u Kpumepujcku mecmosu 3Hara

3a morpebe wWCTpaxnBama KOHCTPYHCAH j€ TaKCOHOMCKH MOJel
00pa30BHUX IIUJbEBA U 33/IaTaka y KOTHUTHBHOM TOJPYY]y, KOJH MEPH KBAIHTET
CTEUECHOT 3Haka W pPa3Boj HEONXOAHUX crocoOHocTH. Kareropuje cy
XHjepapxujcku mopehaHe mpeMa HUBOMMA 3HaWma 1O KBaIUTeTy. KBamurer
3HaWka M3pakaBa Ce Yy CTENEHY YCBOJEHOCTH YHMIbCHHIA M TeHEpaln3aldja.
3aBUCHO O] CTEIICHA YCBOJEHOCTH, 3HAKHE MOXKE OUTH Pa3IMYUTOr KBAJIUTETA.
TakcoHOMHja cajpKH TMET TIaBHUX KAaTEropuja: npeno3uasarve, penpooykyuja,
cxeamarbe, YONuimasare U NpuMeHa U pewiasarne npobrema. 3a CBaKy
Kareropujy, AeduHHCcaHe cy TOTKareropwje koje Ommxe onpelyjy campixaje
00pa30BHUX IIHJbEBA CBAKE KAaTETOPHje, a KOje OBJIE HABOIUMO.

1. Ilpenosnasarwe

1.1. ¥Ynozuamu nojeounocmu caopoicaja (nojmose, wurbenuye, npasuid,
nojase): crehu mpencTaBy O I[OjMOBMMa HPUPOAHOr Opoja; Nperno3HaTH
npeamere (LpTexe) Koju y ceOu caapke mojam, y HM3Yy NoHyheHux oAroropa
NPENO3HATH TPAXKECHU OAATaK, IPABUIIO, IPUHIMII U CJI.

1.2. Hmenosarwe nojedunocmu caopoicaja (6epbanio u Hegepoaino):
BepOaJIHO MMEHOBamke€ II0jMOBa MNpHPOJHOr Opoja, CBOjcTaBa omepanuja u
penanyja; HeBepOaTHO (CMMOOIMYKO) 3aITUCHBAKE 1T0jMOBA, TIPOIIeca, PaBUIIA.

1.3. 3uarve 3nauera nojeounocmu cadpocaja: 3HaueHE Opoja, penaruja
W oIepanyja NpPENo3HaTH IyTeM TIeplernyje u Opojama; 3HATH 3HAYCHE
BepOaHUX U HEBepOaTHUX cUMOoIIa.
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2. Penpoovkyuja

2.1. 3uamu npasuna nosesugarba yurbeHUya 2palje y yeiuHy. ToBesyje
Hay4deHe IT0jMOBE Y OKBUPY Hay4IEeHOT MpaBmiia (O penalyjaMa u orneparijama) ¢
KOHKPETHHM NpeAMETHMa, ajd jOoIl He pa3yMe Ta HaydeHa MpaBuiIa; 3Ha
II0jMOBE, YMILEHHIE, NPHUHIMIE, NpPaBHiIa M MOXE Ja HX PENpoxyKyje Ha
perpe3eHTaTHBHIM IIPHUMEpUMa, ain 0e3 TyOJber ynaxema y lbHXOBO 3HAUCHE.

2.2. 3namu memoode Knacugpuxosarba 0e106a caopaicaja npu cmeaparby
yerume: 3HATH HauMHe QOpPMHpama Kilaca jeIHaKOOPOJHHX CKyIOBa IIpU
o0pa3oBamby KOHAYHOT HH3a MPUPOAHHX OpojeBa; 3HATH MOCTYIMAaK HAacTaHKa
Bumenudpenor 6poja momohy 6pojeBHUX Kitaca.

2.3. 3namu cmucao, 102uKy no6e3Usara 0en06a caopicaja y Yeauny:
3HATH JIOTHKY 3allMCUBama OpojeBa moMohy mudapa y JexagHoM OpojeBHOM
CHCTEeMY; 3HATH JIOTUKY pehama mpupogHUX OpojeBa y KOHayaH OpOjeBHU HU3;
3HATH JIOTUKY MPHIPYKUBamba OpojeBa Tauykama OpojeBHE MpaBe.

2.4. 3umamu nucmeno unu ycmeno objacHumu  2paougo npema
,,OpucuHany‘‘: 3HaATH BEPHO OOPa3NOKUTH CBOjUM peurMMa WU HaBohemeM
npruMepa, YUbECHUIIE, TOBE3aHOCT YMILCHUIA, Y3POKE, MOCTEIUIIEC U 3aKJbyUKe;
KOPUCTHTH CTEUCHA 3Haba 3a PelllaBambe MO3HATHX (IIa0JIOHCKUX) 3a/1aTaKa, ajln
HE ¥ KOJI pelllaBara CaCBUM HOBUX M HETIO3HATHX.

3Hama Ha CTENeHy MPENno3HaBamka U PENPOIYKIHje CY OCHOBHA 3HAA N
NpecCcTaBbajy MUHUMYM 3Hama Koja Tpeba 1a moceyje CBaky yueHHK.

3. Cxeamarve

3.1. Ilpesohemwe nayuenux caopacaja uz jeonoz y opyeo noopyuyje: 3HaTh
MyTeBe, HAuWHe, METOJie IpeBohemha MaTeMaTHUYKUX cajpaja U3 omuca y
IPTeX, WIYCTpanujy, TpaduKOH, CXeMy, MOJAeNT HWTH., 3HATH TNpeBOheme
MaTeMaTHYKOr BepOasHOr cajpxkaja y ¢GopMy MareMaThdyke CHMOONHKE U
obpaTHO.

3.2. Tymauerwe cadpoicaja: 3HATH Apyradydje TMOCMATPame calapikaja
(cocobHOCT penedrHNCama); 3HATH YOUUTH CKPUBEHO 3HAUCHE HEKOT MOJIaTKa
(ciocobOHOCT yBHMhama HEOOWYHOT); 3HATH MpeMa Te3aMa BEPHO H3JIOKHUTH
YUHCHUIIE, U3BECTH MOCIIEANIIE U 3aKIbYUKE.

4. Yonwmasaree u npumena (0nepamusHo 3Haroe)

4.1, [lo3unasarwe cmucaa, Ja02uKke YONUImMaearba: 3HATU JIOTUKY
WHIyKTHBHOT HAYMHA yIIO3HABamkha 1I0jMOBA; IO3HABATH CMHCA0 TeHEepajn3alyje
npy ycBajalby NpaBWiia, METOJA M 3akoHa (0COOMHA) payyHCKMX OIepaldja;
W3JI0KHUTH Ca/IPKaje JIOTHYKU B C pa3yMEBabEM.

4.2. 3namu cmeueHo 3HArbE NpUMErLUBAMU )y Npaxcu: TPUMEHUBATH
3HalEe y CHUTyaldjaMa CIMYHUM YIO3HATUM; 3HATH W3IBOJUTH OHTHO H
arncTpaxoBaTH CHOPETHO MpH M3rpaljuBamy MMOjMOBA MPHUPOJHOT Opoja; 3HATH
JIOTUYKH TTOCTYHAK JIOAXKemha 0 pelIemha 3a1aTKa.
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5. Kpeamusno (cmeapanauko) pewiagarve npobrema

5.1. Ananuza cadpacaja npobrema u npobremcke cumyayuje. 3HATH
YOUYHUTH MPOOIEMCKY CUTYaIH]jy U Ae(pUHICATH MPOOIIEM; PAIItIaHUTH IIPOOIeM
Ha IMO3HATe eJeMEHTE (MPETHOCTaBKe), OTKPUTU oAHOoce Mely muMa W HauuH
HIOBE3HBabA.

5.2. Cunmesa enemenama npobiema y yeauHy: 3HATH OOjeTUHUTH
eleMeHTe y uenuHy (u3pas, popMyiy); 3HATH JIOTUYKU MOCTYMAaK J0JaKemha 10
pelema npodiema.

5.3. Esanyayuja (npoyena) peuierba: 3HATH W3BPIIUTH €BATyallH]jy
npeMa yHYTpAlllbMM KPUTEPHjyMHMa, Tj. W3BPIIUTH TPOBEPY TAYHOCTH
pelema; 3HaTH MPOLCHUTH ITa he ce JeCHTH M3MEHOM HEKUX eJeMeHara y
mpooIeMy.

AHanorso biyMoBOj TakCOHOMHjW Yy KOTHHUTHBHOM TIOAPYYjy, U OBa
TAaKCOHOMHMja C€ MOXKe IMOJCNIUTU Yy JABE Tpyne. Y npgy epyny yia3e HIKe
KaTeropuje 3Hamba W jeTHOCTaBHUjU OONUIM TOHamama (TMperno3HaBame,
penpoaykiyja, meprenndja, mamheme), a y Opyey BUIIA HUBOW 3HAMA
(cxBaTame, TpUMEHa, YOIITABamke, pellaBamkbe MNpolieMa, HHTEIEKTYyalHe
cnocobHoctn). IlpBa rpyma, cxomHo Brnymogoj maxkconomuju y KOTHUTUBHOM
pa3Bojy KOjOM ce CTUYy OCHOBHA 3Hama Ha3BaHA je TPYIa 3a CTHUIAE 3HAFd, a
Jpyra, Tpyma 3a CTHIAmke 3Hamba C pazymMesareM, jep CBe KaTeropuje Te rpyme
MoJpa3yMeBajy TakBa 3HambA.

Y Tabenu 1 maT je memMarcku mpruKa3 TAKCOHOMCKOT MOJIeTIa.

Tabena 1: TakCOHOMCKH MOJIeJ ONlepallOHATH3AIIH] € 331aTaKka HACTaBe

Tpyna Kamezopuje Tlomxamezopuje
s 1.10. [To3HaBame 10jeJUHOCTH
S 1.00. Ilpenosuasarwe 1.20. iMeHOBame 1M0jeANHOCTH
g 1.30. 3Hame 3HaUEHA 110jETMHOCTH
E\ 2.10. 3name npaBuia MOBE3UBABHA
§ 2.00. Penpooyryuja 2.20. 3Hame MeTo/a Kiacu(pUKOBamba
Q& 2.30. 3Hame JOTHKE OBE3UBAKHA
~ 2.40. 3Hame o0janimaBama
3.00. Cxeamarve 3.10. Tlpenoherse
s 3.20. Tymaueme
§ 4.00. Onepayuonannocm 4.10. Yomurasase
§ 4.20. Tlpumena
§ 5.00. Kpeamueno 5.10. Anamsa
[% pewasarbe 5.20. Cunresa
N npoonema 5.30. EBanyanuja

v carjiciaBalby CTCIICHA OCTBAPCHOCTU NPOTPaMCKHUX 3aJaTaKa HACTABC
MaTEMAaTHKEC IIOOIIIO CE O onepauHOHanmaque 3agaTraKa IIO4Y€THEC HAaCTaBC 3a
YECTBPTU pa3p€a U TaKCOHOMCKOI' MoJ€ja, YIIpaBO 300 HBHUXOBE N3Yy3€THE
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BaXHOCTH Yy pacBeT/baBamy OBOI IpobOiema. EBamyaruja je BpmieHa mnpema
KaTeropujaMa TaKCOHOMCKOT MOJIeNa.

3a yrBphuBame pesynTraTra eBaiyalldje, KOHCTPYHUCAHH Cy KpumepujcKu
mecmosgu 3Harba KojuMa ce yTBphyje wma u 10 ko2 Huoa Cy yUeHULU HayuWIn
y obnactu oHOra mITO je TaHupano y oapehenom mpemmety (Byumh 1979: 26—
35). 3a cBaku mPOTpaMCKH 3ajaTak u3paljeHu Cy 3aJaly W MHUTamka KojuMa ce
UCTIHTYj€ /1a JIU j€ UUJb MOCTUTHYT WK HHjE.

[IporpamMcku 3aiany KojuMa ce UCKasyje wma YUCHUI Tpeda a 3Hajy
HaKOH o0paze campikaja, MeWHUCAHW Cy Ha HUBOY pa3pela M HaBOAMMO HX
pagM najbe aHaIM3e W HHTEPIpeTalyje pe3yiaTaTa HCTPaKHBama. YUCHUIH
TpeOa na:

4.1 ycrientHO OBJaNajy YHTamkEeM W IHCAKEM INPUPOAHUX OpojeBa y

JeKagHOM OpOjEeBHOM CHCTEMY;

4.2 yno3Hajy ypehenoct ckymna N, ogHocHO No;

4.3 Hayye Ja TPUPOJHUM OpojeBMMa TPUAPYKY]Y Tauke OpojeBHE

npase;

4.4 pazymejy U3BOJJEUBOCT pauyHCKUX orepanuja y ckymy N;

4.5 npuMewyjy 'y 3agalMMa KOMYTAaTUBHOCT, acCOIIMjaTHBHOCT U

TUCTPUOYTHBHOCT omepanuja (0e3 ynmorpebe OBHUX HaszwBa), Kao W
JIpyTa CBOjCTBa OMepaldja paay JIAKIIer U OpXKer padyHama; yMejy
Jla YMTajy W 3alully MOMONy ClI0Ba OCHOBHA CBOjCBTBA PauyHCKHX
orepanmja;

4.6 youaBajy (yHKIIMOHAIHY 3aBHCHOCT Ha TpPHUMEpPHMa 3aBHCHOCTHU

nu3Mely pesynraTa 1 KOMIIOHEHATa OIepallHje;

4.7 3Hajy J1a 4uTajy, cacTaB/bajy W U3padyHaBajy BPEIHOCT HM3pasza ca

BUILIE Olepanyja; Kao W Ja yIMO3Hajy NMPOMEHJbHBY Ha IMOTOJHUM
npUMepuma;

4.8 3Hajy jia pelnaBajy jeJJHaYMHE W HEjeHAYMHE YIO3HATHX OOJIUKA Y

CKYIIy IpUPOAHHUX OpojeBa;
4.9 ycrienmHO pernaBajy (momMohy m3pasa W jeJHauWHA) 3a7aTKe Jare y
TEeKCTyallHo] (opmu.

J1o Kor Hugoa Cy y4eHHIM OCTBApHIIU IIPOTpaMCKe 3aaaTke, oapehyje ce
TaKCOHOMCKUM MoJiesioM. [Ipema ToMe, nuTama 1 3a1aly 3a MoTpede TeCTHpama
paheHu cy mpema 3aXTeBHUMa MPOTPAMCKUX 3aJlaTaka U TAKCOHOMCKOT Mojeda.
KoHcTpyucano je merT KpHUTEpUjCKUX TECTOBa 3a CBaKU paspel: mecm
npenosHasarsd, mecm  penpooykyuje, mecm  cxeamarba, mecm
onepayuoHarHocmu u mecm pewiasarba npodiema. CBaku O BUX MEPHO je
onroBapajyhy KaTeropujy 3Hama 1o KBaJUTETy JaTy Y TAKCOHOMCKOM MOJIETy.

Bpoj 3amaraka y cBakoM TecTy 3aBUCHO j€ OJ 3axTeBa KOjH CY
oOyxBaheHH JaTUM MPOTPaMCKUM 3aJaTKOM. 3ajaim cy, Takohe, 00J0BaHM
npeMa 3axTeBHMa MPOTPAMCKUX 3aj1aTaka, jep CBakh OJ u3pal)eHuX TecToBa
MEpU WCTH KBaJUTET 3Hama, Ma HUje OWIO OINpaBJaHO paHTHpPATH HMX II0
KOMIUIEKCHOCTH. Tako je cBaku 3amarak y TecTy OOJOBaH MaKCHMAJHO, Ca
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OHOJIMKO TIO€HA KOJIMKH Cy 3aXTEBM MPOTPAMCKOT 3aJaTKa Ha KOjU Ce OIHOCH
caapxaj.

Y rtecroBuMa cy OWIM 3aCTYIUBCHH: 33/l  AJITEPHATHBHOT
(mBocTpykor) mu30opa, 3amany BHILECTPYKOT H300pa, 3afald AONyHhaBamba,
3a7any OTKpUBama Be3a M oxHoca Mehy maTHM eleMeHTHMa M 3aJald ca
KOHCTPYKITHjOM OJTrOBOpa (3aJamy OTBOPEHOT THIA) KOj€ CaunmbaBajy 3a/lald
KOjH Halaxy Ja ce KpaTKO OATOBOPU Ha JIaTO MHUTAIE M 3aJallld 33 pPellaBambe
(ca cIoKeHUjUM OATOBOPOM). 3aJalyl aNTepHATUBHOT M BHLIECTPYKOT M300pa,
JONymhaBamba W OTKpUBAamka Be3a M OJHOCA KOPUIINEHH Cy Yy TECTOBHMa
IPETo3HaBamkba, jep MOCTYIaK JOJaXKema 10 HHHXOBOTI peIlemha IMoapa3yMeBa
3HaK€ HA HHUBOY MpeNo3HaBama. 3aialld JOMyHmhaBama, KOpUIIheHH cy Uy
TECTOBHMa PEMPONYKIHje, alld camMO y CllydajeBUMa y KOjuMa Cy YYCHHIN
Tpebaso 1Ja Ha OCHOBY JaTHX IIOJaTaka Yy 3aJaTKy M3BEAy 3aKJbydKe
nonymyjyhu oarosapajyhe uckase. Y CBUM OCTaJIdM TECTOBMMA KOPHUIINCHH CY
camo 3a/1a1l OTBOPEHOT TUITAa IPUIIarojeHH KaTerOpHjH 3Harba KOjy Cy MEPHIIH.

[lpn BpemHOBamy CTENEHa OCTBApPEHOCTH IPOTPAMCKUX 3a/1aTaka,
n3Mely ocranux, y3ere cy y o03up u cienehe koMIIOHEHTe BpeTHOBamba: Y K0joj
MEpH je YUCHHUK YCBOJHO U Pa3yMeo 3HAd KOja MPOUCTUYY W3 MPOTPaMCKUX
3a7aTaKa; KOJHMKO Cy Ta 3Hama NpUMeH/bU8d W (QYHKYUOHAIHA, OTHOCHO KaKo
YYCHUIIM YMEjy J1a KOPHCTE CTE€UEHA 3Hama y pellaBamby pasHUX mpoliema H
yCBajalby HOBHX MaTeMaTHYKHX 3Haa; OCIIOCOOJbEHOCT YUCHUKA /1a PEaTHBHO
Op30, Ta4HO, CIIPETHO U JI0 ofpel)eHor cTerneHa ygeacoarocmu N3BOAE TI0jeANHE
UHTENICKTyallHe, NMPaKTHYHe M JApyre omepanyje (HOp. MHICMEHO HCKAa3HBambe
3Hama, TEXHUKY pellaBamba MaTeMaTHYKHX Tpoliema, ciyXeme cuMOoIuMa,
OBIIa/IaBamb€ Pa3HUM AITOPUTMHMA UTI.); GOpPMUPAHOCT oJpeh)eHuX KOPHCHUX
HaBHKa: JaCHO W KOHLM3HO MMCMEHO M3pakaBambe, YPEIHOCT M CUCTEMAaTHYHOCT
y pamy, OArOBOPHOCT W CAaMOCTAIHOCT Yy pajy M Jp.; JOIPHHOC HACTaBe
MaTeMaTHKe y pa3BUjamby CHOCOOHOCMU YYCHUKA: MHTENEKTyalHuX (aHaiw3a,
CHHTE3a, NpPUMEHa), MEHTAIHMX (JIOTHYKOT MHUIbEeHa, pacyhuBama,
3aKJby4YHBaba, CTBApAJadyKOl MUIUBEHA), MEPIENTUBHUX (TIOCMaTpame,
onaXxkame) U Jp.

HuTepnperammja pesynrarta ¢ 003UpOM Ha BPCTY TecTa OJJHOCHIIA C€ Ha
NpPOLICHAT pEIIeHOCTH oaroBapajyhux 3amartaka. EBamyanuja ce omgHocmiia Ha
CTETIeH OCTBAPEHOCTH MPOTPAMCKHX 3aJ]aTaka HacTaBe O MIPUPOAHUM OpojeBUMA.
Hajsehu Opoj mporpaMckux 3ajaTraka y OKBHPY jeIHOT paspena omoryhasa
Op3y, HemocpenHy eBaiyauujy. Panu ce o Kpajioj eBaslyaluju, na ce 3a CBaKu
NPOrpaMCcKU 3aJaTak MOTY HOCTH3aTH M BHILUM HUBOW 3Hama MO KBAJHUTETY OJ
OHUX KOjU Cy calpaHdu y meMmy. Hamme, 3Hama Koja ce CTUYy Ha MOYETKY
HIKOJICKE TOJMHE Ha jeJHOM HHMBOY, Oulie BUIIEr HMBOA Ha Kpajy, jep he Outm
MHTETPUCAHA Y CHCTEM 3Hama Koja ciefe.

Y3opkoM cy obyxBaheHH y4eHHWIIM TpPH OCHOBHE IKOJEe W3 Bpama y
nonynanuju yuennka [Tunmckor okpyra y Cpouju. YkymnHo je Tectupano 315
yuenuka [V paspena, mro 3HaTHO npemarryje cromy oupama 0.05, onHocHO 5%,
¢ o03upoM na je momyiauujy uuHWiIo 3.548 ydenuka. McTpaxuBame je
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00aBJbeHO y niepuoay Maj—jyH mkoscke 2005/2006. romqune. TectoBu cy paheHu
peloM, TOYEBINM OJl TecTa IPEro3HaBama, Ma CBE JIO TecTa KPEaTHBHOT
pemaBama IpoOiieMa KOjU TPETIOCTaBJba 3HAKE HA HAjBHINIEM HHBOY IIO
KBAJIUTETY.

2. Ananuza pesyimama ucmpaxncuearba

[a Ou ce yTBpauia IOBE3aHOCT yCIexa YUeHUKA y caipiKajHOM JOMEHY
Ka0 M y KOTHUTHBHMM JOMEHHWMa, OWJIO je TOTpeOHO HCHHUTAaTH CTEleH
OCTBApEHOCTH TMPOTPAMCKMX 3aflaTaka O WPHUPOJHUM OpojeBMMa KOjU ce
u3yyaBajy y IV paspeny ocHoBHe mkosne. OBo 300r Tora na Ou ce yTBpAWIO Aa
JM YYEHHIM MOTY Jia OCTBape CBE INPOTpaMcKe 3ajaTke jpate y HacraBHom
nporpaMy MaTeMaTHKe 3a OCHOBHY INKOJIY Yy KaTeropuju 3Hama Kojy
NPETHOCTaB/bajy. OCTBapeHOCT MPOrpaMcKUX 3ajaTaka onpasiaia Ou
HUCIIUTHUBAKLEC ITOBE3aHOCTHU 3Hamba KOja y4y€HHUlI CTUYYy O OBUM HOjMOBI/IMa u
reHepanu3anyjama.  Pe3ynTatm  WCTpaXuBama  CTENCHa  OCTBAPCHOCTH
MPOrpaMCKHUX 3a/laTaka HacTaBe O MPUPOIHUM OpojeBuma y 11 pa3peny ocHOBHE
HIKOJIE JaTH Cy Y ,, [ aKCOHOMCKOM MOJIeNTy U CTETeHy OCTBAPEHOCTH 3ajaTaka
HactaBe Marematuke y III paspemy ocHoBHe mkone™ (bormanoBuh wu
ManunaoBuh-JoBanosuh 2009: 618—631). Uctu moctynuu xopuinheHn cy u 3a
noOujame pe3ysitaTa KOjU Ce OJHOCE Ha CTEIEH ocTBapeHocTH y IV paspeny, a
Koje 300r 0OMMHOCTH paja oBae He HaBoauMo (MamuuoBuh-JoBanosuh 2008).
Ha ocHoBy moOujenmx pesynrara uspaheHe cy oparosapajyhe IlupconoBe
KOpenaoHe MaTpuIle.

[MupcoHoBa KopenalMoHa MaTpUlla Koja yKa3yje Ha MOBE3aHOCT ycrexa
yYCHUKa y pellaBamy 3ajJaraka y TECTOBHMa KOja ce€ OJHOCH Ha KaTeropuje
3Hamba TAaKCOHOMCKOI MOJIeNla, OJHOCHO Ha IOBE3aHOCT YCIeXa y4YCHHKa Y
KOTHMTHBHUM JIOMEHHMMA, JIaTa je y Tabenu 2.
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Tabena 2: Kopenaumona wMarpuma Mel)y kaTeropujama 3Hamba
TaKCOHOMCKOT MOJIiesia

Pewasa
Kamezopuja snara Ilpenosnas Penpqdyk Cxsama | Omnepayuonan e
arve yuja e HOoCm npobne
ma
Ilpenosnasarve 1.000 853" 614" 6117 525"
R § Penpodyryuja 853" 1.000 682" 685" 635
S §  Cueamanwe 6147 682" | 1.000 6817 723"
Q
§ §Onepayuonamo) - gqq 685" | 681" 1.000 672"
~ N cm
Pew. npobnema | 525" 6357 723" 6727 1.000
Ilpenosnasarpe 310 306 298 285 288
Penpooyrkyuja 306 309 299 286 289
Cxsamarve 298 299 301 280 281
N
Onepayuonax | ogg 286 280 289 274
HoCcm
Peu. 288 289 281 274 293
npobnema

" Kopenaryja je 3Hauajua ua ausoy 0.01.

[Momaru n3 Tabene 2 ykasyjy Ha TO Ja y CBUM CIIy4ajeBHMa KOpelnalyja
MOCTOjU M yMEpEHa je WM BHCOKa Ha HuBOY 3HauajHoctu 0.01. Kopenanuja je
BUCOKa Mel)y Kareropujama mperno3HaBambe M penpoaykiuja (r=0.853) wu
cXBaTame M pemaBame mpobnema (1=0.723). ¥V ocraium ciyyajeBUMa,
Kopenmarja je ymepena. Koedurmjent kopenamuje HajBehu je wmely
KaTeroprjama Mnpero3HaBame U penpoaykiuja u usnocu 0.853. [ToeesaHocT je
HajMama Mel)y kateroprjama rmpeno3HaBamke M KPEeaTUBHO pellaBame mpodiema
(r=0.525).

[ToBe3zaHoCT ycriexa yYeHHKa y pelliaBamy 3a/laTaka KOjH ce 0JJHOCEe Ha
nporpamcke 3ajgatke y IV paspeny 3a cBaky KaTeropwjy 3Hamba TaKCOHOMCKOT
MOZiea, OJHOCHO Yy pellaBamy 3aJaTaka CaJpXKajHOr JOMEHa O INPHPOIHUM
OpojeBMMa KOjU C€ OIHOCE HAa CBAaKW O]l KOTHUTHBHHX JOMEHa, Jara je y
HapeaHuX NeT Tabena.
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Tabena 3: Kopemammona marpuma Mel)y MporpaMcKiM 3afanuMa y
KaTETOPHjH MTPETIO3HABAHE

Tpoepamcku 3adamax
Tecm Yryn
npenosnasarea | 4.1, | 42. | 43. | 44. | 45. | 46. | 4.7. | 48. | 49. | "
NO€eH
a
41 | 100 [ 476 | 171|.265 | 506 | 437 | .380 | 434 | 422 648"
AR o WLl 200 oo Aol LogU 404 | LAl *
4o | 476 (100|235 .332 | 476 | 388 | .289 | 380 | 314 564"
. . Kk O Kk Kk *k *k Kk *k *k *
43 | 71235 [ 1.00 | .244 | 390 | 408 | .132 | 194 | .208 405"
. *k *k O *k *k *k * *k *k *
265 | 332 | 244 | 1.00 | .455 | .330 | .263 | .380 | .305 | 557
ol o | 44 | WX A w2 | | A S| e Y
B S 0
3 g 45 | 506 [ 476 | 390 | .455 | 1.00 | 678 | .434 | 584 | 467 855"
S| R -~ = = * * 0 - - - - *
Q8 =
2 § 46 | 437388 408 | .330 | 678 | 1.00 | .414 | 585 | 455 | 816
% Q s i i bl bl b 0 b i i *
3 .
| 47 |-380| 289 | 132 | .263 | 434 | 414 | 1.00 | 340 | .302 | 617
QS N Y *k *k * *k *k *k *k *k *
S 0 _
SIS g | 434380 | 194 | .380 | 554 | 555 | .340 [ 1.00 | 559 | .779
g, | A% | 90U | 194 1 .o0U 1008 |.900 | .34 N 0 !
4o | 422|314 | 208 | .305 | 467 | 455 | .302 | 559 | 1.00 671
. . Kk Kk *% *% *% *% *% *k 0 *
Yryn
no | 648 | 564 | 405 | 557 | 855 | 816 | .617 | .779 | 671 | | oo
noeH Kk Kk *% K% * * * *k *k .
a

" Kopenanwja je 3Hauajua Ha HuBoy 0.01.
Kopenanuja je 3Hauajua Ha HuBoy 0.05.

IMonanwm y Tabenu 3. yka3yjy Ha TO Ja MO3UTHBHA MIOBE3aHOCT MOCTOJH Y
CBUM CJy4yajeBUMa W BHCOKO je 3HauajHa Ha HuBoy 0.01, u camo y jeaHom
cnyuajy Ha HuBoy 0.05. Kopenaruja je yriaBHOM HHCKA WIIM yMEpeHa, J0K je y
Tpu ciyvaja Bucoka. Hajsehm koepunmjeHT kopenamuje je u3mehy ycmexa
YVUeHHKa y pellaBamy 3ajlaTaka YKYIHO Ha TECTy U CBAKOM OJI HPOTPaMCKHUX
3a/1aTaKa, rie je Kopesaiuja yMepeHa uik BUCOKa.

Kaga je y mnwuramy CTeleH pENIeHOCTH NpPOrpaMCKUX 33/aTaka,
Kopenaiyja je y Behunu ciyvajeBa HUCKa, JOK je y ocTanuM ymepena. Hajmama
je y cityuajy Tpeher mporpaMckor 3aj1aTka, KOju ce OJHOCH Ha MPHIPYKUBAHE
NpUPOJHUM OpojeBHMMa Tayaka OpojeBHE NpaBe, W OCTAIUX IPOTrPAMCKHX
3amaraka (r=0.171; r=0.235; r=0.244; r=0.390; r=0.408; r=0.132 r=0.194;
r=0.208 pecnekTrBHO). Hajseha je y ciydajy meTor mporpaMcKor 3aiatka, Koju
Ce OJIHOCH Ha 3Hae CBOjCTaBa PauyHCKHX OIEpaiyja U OCTATUX MPOrPaMCKUX
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3ajaTaka, re je kKopenainuja ymepeHa. KoeduiujeHT kopenanuje HajMamu je
m3mely tpeher u cenmor mporpamckor 3agatka u uzHocu 0.132, mox je najpehu
m3mel)y metor u mector u u3Hocu 0.678 Ha HUBOY 3HauyajHOcTH 0.01. Taxobe,
Kopenanuja je Hwka u3Mmely mpBor, Apyror u Tpeher TemaTckor 3amaTka U
OCTAIMX TEMATCKUX 33JaTaka, y OJHOCY Ha KopeJanujy u3Mel)y ocranux mect
TEMaTCKUX 3ajaTaKa.

Tabena 4: Kopenanmuona martpuiia mel)y HmporpaMcKuM 3ajaliuMa y
KaTEeTOPHjH PETPOTYKITHja

Ilpoepamcku 3a0amax
Tecm Yiyn
penpooykyuje | 4.1. | 42. | 43. | 44. | 45. | 46. | 47. | 48. | 49. |
NOEH
a
41 | 100 | 444340 | 391 | 485 | 533 | 457 | 412 | 451 | .625°
SR e cal et I o - ol Bt el e <
4o | 444100 232 |.392 | 428 | 471|384 [ 370 | .351 | 544"
2. | ool el ol RSl el Il B :
43 | 340232100 |.337 [ 392 | .339 | 315 | 317 | .34 | 455
R sl e ~L RS IS IR IR TAN B, 2
391 | 392 | .337 [ 1.00 | .619 | .663 | 519 | 556 | 523 | .772
I R ol B et sl Il Bl Bl B :
SIERS]
S| 5| 45 | 485|428 392 .619 [ 1.00 | .701 | .643 | .608 | .531 | .854"
S| -~ . . - - 0 . . . . *
a 8 .
S g 46 | 533 471339 | .663 | 701 | 1.00 | .694 | 643 | .609 | .880
% ] e > > ** ** > 0 > o > *
3 .
S| 8| 47 [ 457 [ 384|315 519 | 643 694 [ 1.00 [ .638 | .552 | 818
3 7.
2| S 0 *
SIS g | 412370 [ 317 | 556 | .608 | .643 | 638 | 1.00 | .570 | .816
.0. *k *k *k *k *k *k *k O *k *
49 |-451|.351].344 | 523 531 .609 | 552 | 570 | 1.00 736
. . K% *% Kk Kk Kk *% *% *k O *
Ukup
no | .625 | .544 | 485 | .772 | 854 | .880 | 818 | 816 | .736 | | o o
poen *% *% Kk Kk *- * * *k *% .
a

" Kopenauuja je 3Hauajua na Husoy 0.01.

Ha Tecry penpoaykuuje, cCcTemeH Kopejanuje Mell)y  CBUM
NpOMEHJbMBaMa BHCOKO je 3HauajaH Ha HuBoy 0.01. Hajeehu je nzmely ycnexa
yUeHHKA y pelllaBamy 3aJaTaka Ha TECTy W CBAKOM OJ1 MPOTPAMCKUX 3a/aTaka
MOHA0C00, Te je Kopenaldja y MeCT cliydajeBa BUCOKa, JIOK je y TPH cliydaja
yMepeHa.

V creneHy peleHOCTH 3a1aTaka KOju ce OJJHOCE CaMoO Ha IPOrpaMcKe
3amaTke, Kopemanuja je y BehuHM ciydajeBa ymepeHa, IOK je u3Mmelhy
nporpaMckux 3amaraka 4.5. u 4.6. Bucoka u usHocu 0.701. Kopenamuja je y

255




Hena T. Manunosuh-Josanosuh

BehnHU ciyyajeBa HHUCKa u3Mel)y mpBor, apyror u Tpeher mporpaMcKor 3agaTka
U OCTalIuX NpPOrPaMCKUX 3a/1aTaka, JIOK jeé Yy CIy4ajeBHMa OCTaINX IIeCT
IPOrpaMCKUX 3a7aTaka yMEpeHa Yy CBHM CIIydajeBUMa M IPETIIOCTaBjba OUTHY
noBe3zaHocT uaMely mux. KoepunujeHnt kopenanuje HajMamwy je uzmely apyror
u Tpehier mporpaMckor 3aaatka u usHocu 0.232.

Tabena 5: Kopenaumona matpuma mel)y mporpamMckuMm 3aganuMa y
KaTETOPHUjH CXBATAbE

Tpoepamcxu 3adamax
Tecm Yryn
cxeamared | 41 | 42 | 43. | 44. | 45. | 46. | 47. | 48. | 49. | "
NOEeH
a
41 1.00 | .432 | 458 | 544 | 573 | 611 | .598 | 537 | .556 | .786"
i N 0 *k *k *k *k *k *k *k *k *
4.2 432 [ 1.00 | 344 | 412 | 368 | .370 | .406 | .411 | .415 | 547"
L. *k 0 *k *k *k *k *k *k *k *
43 458 | 344 [ 1.00 | .496 | .480 | 480 | .493 | 408 | .417 | 616
. *k *k O *k *k *k *k *k *k *
544 | 412 | 496 | 1.00 | 571 | 508 | .516 | .448 | 514 | .720"
. : « 4 . 4 . Kk Kk *k O Fk Hk Hk *k Hk *
S S -
§ § 45 573 | .368 | .480 | .,571 | 1.00 | .564 | .574 | 500 | .529 | .792
S 3 5. e - i e 0 o e o % 7
S| 8 =
g S 46 611 | .370 | .480 | .508 | .564 | 1.00 | .628 | .573 | .486 | .817
% L) . . Kk Kk *% *% *% 0 *% *k *k *
§ *
S| 2[4y [P [ 405|453 516 | 574|628 [ 100 | 617 | 583 | 830
) U 0
S| S N
S’ éf 48 537 | 411 | 408 | .448 | 500 | .573 | .617 | 1.00 | .549 | .784
. . Kk Kk *% *% *% *% *% 0 *k *
49 556 | .415 | 417 | 514 | 529 | 486 | 583 | 549 | 1.00 | .738"
. . Kk Kk *% *% *% *% *% *k 0 *
Yryn
HO .786 | 547 | .616 | .720 | .792 | .817 | .830 | .784 | .738 1.000
noemu '
a

" Kopenarmja je 3nauajua ua ausoy 0.01.

Ha Ttecty cxBartama, cTemeH Kopenauuje Mel)y CBHUM NpOMEHJbHBamMa
BUCOKO je 3Haudajan Ha HuBOy 0.01. Hajeehm je mamely ycnexa ydenuwka y
pelIaBamy 3a/aTaka Ha TECTy W CBAKOM OJ MPOTPAMCKHX 3aJaTaka IoHaoco0,
I7Ie je Kopenaluja 4ak y ceJjaM Cily4ajeBa BUCOKa, ILTO NPETIOCTaBIba U3PA3UTY
MIOBE3aHOCT, JIOK j€ Y JIBa clly4yaja yMepeHa.

VY cremeHy pemeHOCTH 3a/1aTaka KOju Ce OJHOCE caMO Ha MpOrpaMcKe
3aJaTKe, caMO y TpH cllydaja Kopenauuja je HHUCKa W To u3Mely nppyror
MPOrpaMcKOr 3a/aTKa U Mporpamckux 3ajaraka 4.3., 4.5. u 4.6., 10K je y cBUM
ocTanuM ciydyajeBuma ymepena. KoedunujeHT kopenanuje HajMamu je nmely
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apyror u Tpeher mporpaMckor 3anatka U uzHocu 0.344, nok je Hajsehu usmely
mector u ceamor u m3Hocu 0.628. Takohe, kopenaruja m3mely mpsor, apyror u
Tpeher mporpamckor 3ajaTka M OCTaJMX HPOrpaMCKUX 3aJaTaka je HIbKa y
OJTHOCY Ha KOpelalujy u3mel)y oCcTaaux mIecT NporpaMCKuX 3a/iaTaka.

Tabena 6: Kopemanmona marpuma mel)y mporpaMckum 3amanmuma y
KaTerOpHjH ONepallMOHAITHOCT

Ilpoepamcku 3a0amax
Tecm Vkyn
ONEpayUondaino | aq | 42 | 43. | 44. | 45. | 46. | 47. | 48. | 49. | ™
cmu NOEH
a
41 | 100|494 .381 | 528 | 581 | 515 | .478 | 473 | 380 688"
1 o | e A AR 0
4o | 49 | 100 | 511 | 497 | 498 | 498 | 511 | 397 [ 415 638"
2 |2 N L | 490 Ad0 | 490 | oLl | Lodl ) Al 3
43 | 381 | 511|100 | 432 398 | 301 |.385 | .255 | 350 485"
3 | 98| on N roc | 998 | o0l 1365 1 .290 | .99 0
=] o 528 | 497 | .432 | 1.00 | .690 | .659 | .568 | .481 | 442 | .781
SE| 44 | TR ol sl el vl B -
SIS )
S S| 45 |581[498].398 690 100 [ .750 [ .67 | 634 | 591 | 893
Q S XN *k *k *k *k O *k *k *k *k *
@)
| E 16 | 515|498 | .301 [ 659 | .750 | 1.00 | .668 | 615 | .603 868"
V) S .0, *x *x Hk Hk *x O *x *k *k *
Q| 3
S S| 47 | 478|511 385 | .568 | 667 | .668 | 1.00 | .546 | 558 | 812"
Q_‘ - *k *k *k *k *k *k *k *k *
S & 0
SIe g | 473|397 | 255 | 481 | 634 | 615 | 546 | 1.00 | .620 779
.0. *k *k *k *k *k *k *k 0 *k *
49 | 380|415 .350 | 442 [ 591 | 603 | .558 | .620 | 1.00 732"
v *k *k Kk Kk *k *k *k *k 0 *
Viyni | ceg | 638 | 485 | 781 | 893 | 868 | 812 | 779 | 732
0 *% K% Kk Kk *% *% *% *% Kk 1 . OOO
noeHa

" Kopenanwja je 3Hauajua Ha HuBoy 0.01.

Ha Tecty omnepanuoHanHOCTH, CTeleH KopeJjauuje Meh)y CcBUM
MpoOMEHJbMBaMa BHCOKO je 3HadajaH Ha HuBoy 0.01. Hajsehu je usmel)y ycnexa
YUYCHHUKA y pelllaBamy 3aJaraka Ha TECTy M CBaKOM OJI MPOTPaMCKUX 3ajaTaka
MMOHA0CO00, T/IE je Kopealija y TpH cilydaja ymepeHa (mporpamcku 3agaiu 4.1.,
42. u 4.3.), 10K je y ocTaluX IIECT Cly4yajeBa BHCOKa, IITO IMPETIIOCTaBJba
U3pPa3UTy MOBE3aHOCT Mel)y OBUM NPOMEHJbHBaMA.

V creneHy peleHoCTH 3a1aTraka KOju ce OJJHOCE CaMo Ha IPOrpaMcKe
3ajmaTke, Kopenanuja je y BehuHm ciydajeBa ymepeHa, g0k je wusMmely
nporpaMckux 3azaataka 4.5. u 4.6. Bucoka u uznocu 0.750. Takohe, kopenauuja
u3mely npBor, apyror u Tpeher mporpaMcKor 3a1aTka U OCTINX MPOTrPaMCKHX
3ajaTaka yriIaBHOM je HHCKAa W HIDKa je y OJIHOCY Ha Kopenanujy usmely
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OCTaIMX IIEeCT MPOTPAMCKUX 3aJaTaka I/Ie jeé y CBHM CIIydajeBUMa yMEpeHa,
OCHM Yy jegHOM rie je Bucoka. KoeQummjeHT Kopenanuje HajMamu je u3mely
tpeher u ocmor mporpamckor 3amatka u uzHocu 0.255. Kopenammja je BHCOKa
camMo y pellaBamy 3ajaTaka KOju ce OAHOCE Ha METH M LIECTH HPOTrPaMCKU
3aJiaTaK.

Tabena 7: Kopenaumona matpuma mel)y mporpamMckuM 3aganuMa y
KaTeropHjH pellaBama npoodiemMa

Ipoepamcku 3a0amax
Tecm Yryn
pewmasaivd | 49 1 42. | 43. | 44, | 45. | 46. | 47. | 48. | 49. |
npobnema noex
a
41 1.00 | .257 | .299 | .388 | .462 | .443 | .461 | .481 | .395 | .624"
1. 0 x x v v o v e e "
49 257 | 1.00 | .297 | .358 | .370 | .205 | .243 | 287 | .183 | .404"
L. il 0 *x *x *x *x *x bkl bkl *
43 299 | 297 | 1.00 | .376 | .490 | .361 | .391 | .470 | .395 | .557"
9. Fk Fk O Hk Hk Hk Hk Hk Hk *
388 | .358 | .376 | 1.00 | 527 | .392 | .418 | .479 | 420 | .661°
. : « 4 . 4 . *k *k *k O Fk Fk Hk *k Hk *
> 3
§ § 45 462 | .370 | 490 | 527 | 1.00 | .580 | .671 | .673 | .535 | .842
S| R e > > > > 0 > > > > *
S B .
) S 46 443 | 205 | .361 | .392 | .580 | 1.00 | .617 | .642 | .516 | .781
% ) e ** ** > > > 0 > o o *
= *
§ 2 47 461 | 243 | .391 | .418 | .671 | .617 | 1.00 | .687 | .614 | .835
Y o o *k *k *% *% *% *% *% *% *
NS 0 *
S‘ '% 48 481 | .287 | 470 | .479 | .673 | .642 | .687 | 1.00 | .703 | .875
. . Kk Kk K% K% *% *% *% 0 *k *
49 395 | .183 | .395 | .420 | 535 | 516 | .614 | .703 | 1.00 | .757"
. . Kk Kk *% *% *% *% *% *k 0 *
Yryn
HO .624 | .404 | 557 | .661 | .842 | .781 | .835 | .875 | .757 1.000
noeH Kk Kk *% K% * * * *k *k .
a

" Kopenanwja je 3Hauajua Ha Husoy 0.01.

Iomanm y Tabenu 7 ykasyjy Ha BUCOKO 3HauyajHy KOpenalujy Ha HUBOY
0.01 y cBum ciyuajeBuma. Crenen kopenauuje Hajehu je msmely ycmexa
YVUEHHKA y pelllaBamy 3aJlaTaka Ha TECTY M CBAKOM O] MPOTPaMCKHX 3aJlaTaKa,
rje je Kopejamnuja y YeTHpH Ciiydaja yMepeHa (mporpamcku 3azxaiu 4.1., 4.2.,
43. u 44.), 10K je y OCTaNMX INET CilyyajeBa BHCOKA, LITO IPETIOCTaBIba
W3pa3HTy NMOBE3aHOCT Meljy OBUM MTPOMEHIbUBaMA.

VY creneHy pemeHOCTH 3a/aTaka KOju Ce OJHOCE CaMO Ha MpOrpaMcKe
3ajaTKe, KopeJanyja je HUCKa Wi yMepeHa Ha HuBoY 3HauajHoctu 0.01, 1ok je
n3mel)y mporpamckux 3agataka 4.8. u 4.9. Bucoka u uzHocu 0.703. Taxobe,
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Kopenauja u3mMely npBor, apyror, Tpeher u 4eTBpTOr MPOrpaMCcKOT 3aJaTka, u
OCTaJmMX MPOrpaMCKUX 3a/aTaka je HIbka y OJHOCY Ha Kopenamujy uimely
OoCTanMx MeT MPOrpaMcKux 3afaraka. KoedwuImjeHT Kopenaiyje HajMamHu je
u3Mely npyror u mecrtor nporpaMckor 3afgatka u u3nocu 0.205. Kopenanuja je
BHCOKA CaMO y pelIaBamy 3aJaTaka KOjH Ce€ OJHOCE Ha TeTH M MIeCTH
IPOTPaMCKH 3aaTaK.

Ha ocHOBy noOujeHMX pe3yaTara y MOCISABHX IeT Tadeaa MOKEMO
3aKJbYYUTH Ja je y CBUM Kareropujama 3Hama Hajpeha moBe3aHocT usmely
ycmexa y4eHHWKa y pellaBamy 3ajaTaka YKYHHO Ha TECTOBUMA W CBAKOM OJ
MPOTPaMCKUX 3ajaTaka IMOHA0CcO0, TNl je Kopenandja yriaBHOM Bucoka (Y
MameM Opojy ciiyyajeBa yMepeHa).

IloBesanoct je y BehwHHM ciydajeBa yMmepeHa Kaga je y NHUTamy
Kopenanuja y CTeleHy pelIeHOCTH IIPOrpaMCcKHX 3aaTaka y CBUM KaTeroprjama
3HaWa, OCHM Y KaTerOpHjH IMPEro3HaBama, TAe je Y BehnHU cilyyajeBa HHCKA,
aJy Ha BUCOKOM HHUBOY 3HaYajHOCTH.

Takohe, y cBuM KaTeropujamMa OCHM y KaTETOPHjU TIPENO3HABAMHE,
kopenanja u3mely mpsor, Apyror u Tpeher mporpaMmckor 3agatka (UuTame,
nUcame U yropehuame NpupoaHuX OpojeBa, Kao U NPUAPYKHUBALE MPUPOJTHUM
OpojeBuMa Tagaka OpojeBHE MpaBe) M OCTAIUX MPOTPAMCKHUX 3a/1aTaka je HhKa Y
OJTHOCY Ha KOpelalyjy u3Mel)y ocTaaux mIecT MporpaMcKuX 3a/1aTaka.

3axwyuna pasmamparea

PesynTatu 1o0MjeHN HCTpaXXHBamkeM yKa3yjy Ha MOCTOjambe MO3UTUBHE
MOBE3aHOCTH YCIexa YYeHHKa Yy pellaBamy 3aJaTaka KOju Cc€ OJHOCE Ha
cazpkaje o MpUPOTHUM OpojeBMMa KOju ce m3y4aBajy y IV paspemy ocHOBHe
HIKOJIe, Kako Mel)y KOTHUTHBHHUM JIOMEHHUMa, OJHOCHO KaTeropujama 3Hama
TAKCOHOMCKOT' MOJIeNIa, TaKO M Y JOMEHY CaJIpiKaja M TO 3a CBAaKy KaTEropHjy
oJpeheHy TaKCOHOMCKUM MOJZIEIIOM.

Mel)y KOTHHTHMBHMUM JIOMEHHMMa, OJHOCHO KaTeropujamMa 3Hamba,
MOBE3aHOCT je yMepeHa Win BUcoka. Hajmama je m3mel)y mpemosHaBama u
KpEeaTHBHOT pellaBamba MNpodiiemMa, INTO C€ OINeT, MOIJO O4YEKHWBAaTH, jep
Npero3HaBame 0jMOBa U YME-EHHIA HE MPY’Ka HUKAKBY OCHOBY 3a pellIaBambe
npobjeMa y HOBUM, 32 YICHHUKE HEIIO3HATUM CHUTYyallHjama.

VY caap)kajHOM JIOMEHY, TIOBE3aHOCT j€ MCIMTHBAHA IMOCEOHO 3a CBAKy
KaTeropujy 3Hama. Hajmama je y KaTeropuju mnpeno3HaBame, I71e je yrilaBHOM
HHCKa, ILITO CE ONET MOTJIO U OYEKHBATH, jep CTHUIAIE MPEJCTaBe O MOjMOBHMA
He Jaje n00py OCHOBY 3a YCIIOCTaB/bakhe Be3a Mel)y mwuMa. Y ocTaiuM
KaTeropujama, Kopenamnuja Mehy cagpxajuma je y BehuHu ciydajeBa ymMepeHa u
y HEKHM CcJy4ajeBUMa BHCOKa, IITO yKa3zyje Ha OWUTHY, OZHOCHO H3Pa3HUTy
noBezaHocT Mehy muma. To 3HauM 1a yYEHHUIN 3Haka O TIPUPOTHIM OpojeBHMa
y TIOYETHO] HACTABH MaTEMaTUKE CTHYY Ka0 CUCTEM IOjMOBA M YHILCHHUIA, & HE
Ka0 CKyI H30JOBaHMX HAayYHHX e€JIEMEHaTa IUTO C€ OBUM HCTPaKUBAHEM
Tpedayio NCTTUTATH.
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Jobujenn pesynratu yka3yjy ¥ Ha UHHBCHHIY Jla je HajMama
MOBE3aHOCT MU3Mel)y camgpkaja KOju c€ OJHOCE Ha YCHEIIHO OBJIalaBamke
YUTakEeM U IHCareM MPHUPOTHUX OpojeBa y AeKaaHOM OpOjeBHOM CHCTEMY,
no3HaBame ypehenoctu ckyna N, omHocHo N, NpHIpYKHBambe MNPUPOTHUM
OpojeBuMa Tadaka OpojeBHE MpaBe W CBUX OCTAIMX Caapikaja KOju ce OJTHOCE Ha
mpupogHe OpojeBe W TO HYaK y 4YeTHPH KOTHHUTHBHa ngomeHa. OBo je
HEOYEKHBAaHO, MOTOTOBO Kajla Cy y MHTamy CaApKaju KOju ce OIHOCe Ha
n3Boherbe apUTMETHUYKUX Omepaluja y CKylmy HOpupogHux OpojeBa. Haume,
3HATH TOCTYMAaK HAcTaHKa BHIIENUdpeHor Opoja momohy OpojeBHHX Kiaca,
3HATH JIOTHKY 3allMcUBama OpojeBa moMohy mudapa y IexagHoM OpojeBHOM
CHCTEMY, 3HATH JIOTUKY pelama mpupoaHux OpojeBa y KoHauaH OpOjeBHH HU3,
Kao W 3HaTH JOTHKY TpHUAPYKHBamka OpojeBa TadykaMa OpojeBHE TIpaBe,
HEOMXOMHO je na OW y4YeHWIM CXBATWIM alrOpuTME H3BOhema PadyHCKHX
omepauuja y ckymy N.

C npyre ctpane, 3HatHO je Beha moBe3aHOCT (Takohe y UETHPH
KOTHHTHBHA JIOMeHa), n3Mel)y camapikaja Koju ce OJHOCEe Ha MPUMEHY CBOjCTaBa
omepaiuja, yodaBame (YyHKIMOHAIHE 3aBUCHOCTH wu3Mely pesyiarara u
KOMIIOHEHATa OIepalllje; YNTame, CaCTaB/balkhe W M3pauyHaBamke BPEAHOCTH
M3pas3a pellaBame jeJHaYMHA W HEjeJHauYMHA M YCIIEUTHO pemaBamke (moMohy
M3pas3a M jeqHaurHA) 3a/1aTaKa JaTuX y TeKCTyallHOj (hOpMHU.

Pesynratu nodujern TIMSS uctpaxupBameM KOjU Ce OJHOCE Ha yCIex
yaenuka VIII paspena y CpOuju y KOTHUTUBHUM W CaApXKajHAM JIOMEHHMA,
yKazyjy Ha uYdmmbeHuIly na Hamu ydeHurnm VIII paspema HEHCY HOBOJBHO
0CIOCOOJbEHH JIa TIOBE3Y]Y 3HaWka M3 CPOJHUX HAYYHHMX AMCUMIUIMHA U Ja
NpUMEBYjy TEOpHjcKa 3Hama y MPaKTUYHUM CHUTyaldjamMa ¥ 3a pellaBame
npooiiema (AntonujeBuh u BesbkoBuh 2005: 81-107). Takohe, mokasaio ce, Ha
OCHOBY KOpPEJaTHBHHMX aHallM3a, Ja He MOCTOjU BHUCOK TpaHcdep y ca3zHajHUM
CIOCOOHOCTHMA MCTOT HMJIM PAa3UYMTOT HUBOA (3HAKE YUIH-CHHUIIA, PA3yMEBambEe
NI0jMOBa, aHAJIN3a U PE30HOBAIE, PEIlaBame PYTHHCKHX MpoOJieMa), MEpPEHOTr
npeko nmocturayha y umctuM M pasnuuutuM npeameruma (Munanouh-Haxon
2005: 327-350). 30or Tora OuW, JaJbUM HCTpaKHBambMMa TpeOaNo yTBPAWUTH
NOBE3aHOCT MocTUrHyha ydeHuka Mel)y pazinuauTuM caapkajHUM JOMEHHMA U
Ha OCHOBY TOra YIOPEIUTH IIOBE3aHOCT yClieXa YYeHHKa Ha pPa3IHdUTUM
00pa30BHUM y3pacThMa, OJHOCHO y TIOYETHO] HACTABH MaTeMAaTHKE W Ha Kpajy
MIPBOT IUKJTyca 00aBe3HOT 00pa3oBama.

Pesynratn moOujeHH UCTpaKUBamkbeM MOTY JONPHHETH y MEHamy U
WHOBUpAaky HACTaBHOT Iporpama MaTeMaTHuKe, HAUMHY [IPE3eHTOBamka caapxkaja
nporpamMa, eUKacH!j0j WHANBUIYaATU3AIMjH [TPOIeca yuerha, CTUIIAkY TPajHOT
Y KBAINTETHOT 3Hama | Jp.

260



Togezanocm nocmuenyha yyenuka o npupoOHum opojeeuma y
OKBUPY caopcajHoe u KoeHumusHux domena y IV paspedy ocHoeHe wikone

JIureparypa

Antonnjesuh, BespkoBuh 2005: P. Antonumjeuh, M. BesskoBuh, HacraBam
caJpkaju ¥ MOCTUTHYhe ydeHHKa U3 MareMaruke, y: P. AuTtonujesuh u
. Jamerosuh (pen.) TIMSS 2003 y Cpouju: pesyntatu MeljyHapogHOT
UCTpaXXHBama MOCTUTHyha ydeHHKa OCHOBHE IIKOJIC M3 MaTeMaTHKE U
npupoaHux Hayka, beorpan: MHCTUTYT 3a menmaroimika HUCTpaKUBamba,
81-107.

brym 1981: b. bitym, Taxconomuja unu kracugpuxkayuja ob6pazoeuux u 0020jHUX
yumesa, KoeHumueHo noopyyje, beorpan: PenmyOmmukm 3aBon 3a
yHamnpeheme BacuTama 1 00pazoBama.

Bormanosuh, Manunosuh-JoBanosuh 2009: C. Borganosuh, H. Manunosuh-
JoBanosuh, TakcoHOMCKM MOHIET W CTENEH OCTBAPEHOCTH 3a/1aTaka
HacraBe Marematuke y III paspeny ocHoBHe mikose, beorpan:
Iledacoeuja, LXIV/4, beorpan, 618—631.

Byunh 1979: JI. Byuuh, Kpurepujcku tectou, beorpan: llcuxonozuja, 6p. 34,
Beorpan, 26-35.

Manunosuh-Josanosuh 2008: H. Manunosuh-Josanosuh, TakCOHOMCKH MOIEN
olepallMOHANM3aNMje [Wba M 3aJaTaka HacTaBe O IPHPOIHUM
OpojeBuma, JJoxmopcka oucepmayuja, Bpame, YIUTeIbCKU (PaKymTeT.

Munanoeuhi-Haxon 2005: C. MunanoBuh-Haxon, 3Hame yueHuKa oOf
OYEKHMBAHOT 10 ocTBapeHor, y: P. Anronujesuh u [l. Jamerosuh (pex.)
TIMSS 2003 y Cpbuju: pesynraté MehyHapogHOT MCTpakKWBamba
nocturayhia y4yeHWKa OCHOBHE IIKOJIE W3 MaTeMaTHKe W TPHPOJHHX
Hayka, beorpan, MHCTHTYT 3a mejaromika uctpaxxusama, 327-350.

Mynuc, Maptua u ®@oj 2005: 1. V. S. Mullis, M. O. Martin & P. Foy, IEA’s
TIMMS international report on achievement in the mathematics
cognitive domains: findings from a developmental project, Chestnut
Hill, MA, Boston College.

Hacmaenu naan u npocpam 3a ocroeny wkony y Penyonuyu Cpouju (1996),
Bbeorpan, Apxumenec.

261






Kapmenuta X. [jasuh”

Yuusepautet y buxahy

[lemaromxu dakynrer

Canena E. Hecumosuh

Yuusepauret y CapajeBy

[lemaromxu dakynrer IIpernennu pan

AJITEBAPCKA 1 TPA®UYKA
PEIIPE3EHTALIMJA ITIOJIMA ®YHKIINJE

Janammme JpymTBO Mpes I0jeJuHIa, CYOUeHOT ca KOMIUIeKcHomhy y
MHOTHM CErMEHTHMa HBOTa, IIOCTaBjba BeliMke u3a3zoBe. Jleunucame
KJbYYHHUX KOMIICTEHIM]ja MOXKe TIOOOJBIIATH MPOLjeHe KOJIUKO J00p0o 00pa3oBHU
CHCTEM TIpHIIpeMa MJaJe Jbyle M oApaciie 0coOe 3a KUBOTHE HM3a30BE, Kao M
UACHTU(UKOBATH CBEOOYXBAaTHH I[MJHEBE 32 OOpa30OBHE CHUCTEME W JIOKHBOTHO
yueme. Mel)y kibyuHe MaTeMaTHUYKe KOMIIETCHIIUje yOpajajay ce crocoOHOCTH
3a penpe3eHTalrje U TpaHCPopMallhje MaTeMaTUIKUX KOHIICIATa.

VY cBjernmy oBako onpeheHMX KOMIETEHIMja O/ABHjajy ce u oapehenHa
UCTpaXKuBama pasymujeBama nojmMa gpynkuuje (Cohapa 1992, Cepnuncka 1992,
Bunep u Hpajpyc 1989, EBanrenuny u ocranu 2004). [TomeHyTa ucTpaknBama
mojMa (QyHKIHjEe yCMjepeHa Cy Ha pa3IduTe TeMe, Kao INTO CYy CTBapame
~MeHTaiHe cnuke” nojMma (Burep u dpajdyc 1989), penpeserranuja nojma (Xur
1998, Hyean 2002, ITjanuh 2011), xopenanuje ca gusukom (Mukencen 2005,
Xaymoerosuh, [ljaauh 2011).

VY oBOM pajy ce pa3mMaTpa MouMame pa3InuuTUX Penpe3eHTanuja mnojMa
GyHKIMje W Tpelia3ak ¢ jeJHE penpe3CHTalldje Ha OocTajlle, ¢ IMOCEOHUM
HarjackoM Ha aJire0apcKy U rpaduuky penpe3eHTalujy JuHeapHe QyHKIuje.

Jleunucarwe, penpesenmayuje u pasymujesarbe nojma QyHKyuje

[TpBoOuTHH (hoKyC Y UCTpaxknBamy pa3yMHujeBama mojMa GpyHKIHMje 1o
j€ ycMmjepeH Ha Be3y mpejacraBa o GyHKIUju U aepuanmju dyakmuje (Bunep n
Hpajdpyc 1989). Uctpaxkuparma Ccy yTBpAWa Ja MAKO C€ YYCHHUIU cycpehy ca
dhopMatHOM neduHHUIHjOM (QYHKIHjE y TOKY CPEAFbOIIKOJICKOT 00pa3oBama U
KacHHje TIOHOBHO Ha (akynTery, Hajhemhe HHUCY y cTamy Ja NPUMHjEHE OBY
Je(UHUIH]Y TIPH UACHTUQHUKALUJU U KOHCTPYKIIMjU TIPUMjepa.

[Mojam ¢yHKIMje je YYEeHUIMMa TEHIKO pa3yMjeTH jep TMOoCToje
pasinuuTe penpe3eHTalje OBOT MojMa: BepOanHa, rpaduuka, TadenapHa,
anrebapcka. Hanme, QyHKIMja ce MOXKe TIpeACTaBUTH BepOATHO — Y BUJIY OIKca
pujeunma, rpadukoM, nujarpamom, Ttabenom, Qopmynom (ITjaauh 2011).
CeprnHcka (1992) je ykazaia Ha YMEEHHILY Aa CTYISHTU TEIIKO YCIIOCTABIbajy
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Be3e u3Mely pasnuuuTHX penpeseHTanuja GyHKIMje Kao U Yy MHTEPIPETHPALY
rpaduka pyHkIHje.

Temkohe y cxBartamy mojMa (yHKIHjEe, Kao W CIIOCOOHOCT
penpeseHTanyje QyHKIMje y PasTUUUTHM OOJHMIIMMa MOTY Ja MPOUCTHYY U3
HeaJleKBaTHO (hopMupama OBOT IOjMa — TJjé Ce Harjacak CTaBJba0 Ha Camo
jemHy perpe3eHTanyjy, Hajuemthe anrebapcky, Te Ha TpeBoheme anredapcke
penpe3eHTanyje y rpaguuky, 0K Cy OCTalle penpe3eHTalluje mojMa QyHKIuje
3anocrtaBjbeHe. Ha TakaB HauMH yueHHYKa 3Hama (m)ocTajy pacijenkana (ysan
2002) Te yueHWIM HHCYy Yy CTalky Jda Bpmie TpaHchopMalyje jemHe
penpe3eHTanyje y Apyry, HUTH J1a HHTEPIPETHPA]y pPa3IUdnTe perpe3eHTaIlH]e.
Tume ce TyOM Ha (QIEKCHOWIHOCTH MUIIJbEHA Kao 3HAYajHE OJUIMKE
MaTeMaTHYKOT MUIILbCHHA.

[luss oBOT pajga je Aa WCIUTa YCBOjeHOCT MojMa (yHKIUje Mehy
CTyJCHTHMa TpBE TOAWHE pa3peAHe HacraBe. PaszMaTpamMo Ha KOjU Ha4YMH
CTYAICHTH pa3peiHe HacTaBe MouMmajy (YHKIHU]Yy Ha OCHOBY AedWHHIIMja KOje
HaBOJZIe, Tpero3HaBama (YHKIHja JAaTUX Y Pa3INuUTHM perpe3eHTanrnjama u
MOCEOHO HWHTEPIPETUPAY W TpaHCHOPMHUCABY ainrebapcke perpe3cHTaluje
nuHeapHe QyHKIHUje y TpaduuKy U 00paTHO.

Memoodonowiku okeup ucmpaxcugarsa

V30pak Haller UCTpa)KMBama Cy YMHWIA 52 CTyAEHTa IMpBE T'OJUHE
[lemgaromkor ¢akynrera YHuBep3urera y CapajeBy Koju Cy peoBHO moxahamu
HacTaBy M3 mpeaMera MaremaTwka | TOKOM 3MMCKOT CeMecTpa aKaJeMCKe
2010/2011. rogune. HacraBuu oua npeamera MaremaTuka 1 m3HOCH 2 4aca
npenaBama U 2 4aca BjexOm cemmuuno. [Iporpam Martemaruke 1 mpensuba
peayinzanuyjy Teme QyHKIMje y OKBUPY 6 YacoBa IpeliaBama U 6 4acoBa BjeiKOH.
[lpenaBama cy Owia KJIACHYHOT THIA: (QOopMalHO ce JAePUHHMCAO T0jaM
¢yHKIMje, Harnamasana ce anrebapcka u rpaduika penpe3eHralyja JInHeapHe
W KBajgpaTtHe (pyHKIHWje, M yBje:kOaBao IMOCTyHaK IpTama rpaduka ITHHeapHe
¢byHKIMje nate GopMyIIOM Kao W aHaIM3a Ha Taj HauuH 3a/iaHe (QyHKIyje.

CTyzeHTH Ccy TeCTHpaHU y JIBa HaBpaTa, YIIUTHUK | pjemaBanu
Cy y TOKy ceMecTpa, a YINHTHHK 2 TO 3aBpIIETKy ceMecTpa. YIHUTHHK 1 je
caJip’kaBao TPH THUIIA 3a/laTaKa: 3a/lalil Iperno3HaBama QYHKINjE y Pa3IHIuTUM
penpe3eHTaijama, 3auaiy Tpaichopmaiije, nehuHucame GyHKiyje. YIUTHUK
2 ce cacTojao o 4 3a1aTKa KOjU Cy 3aXTHjeBaJIM J1a CTYJEHTH MUHTEPIPETHPA]Y
anrebapckn W TpaQuukd  3ajaHe JIMHEapHe (QYHKOMje W W3BpILIE
TpaHchopMaIIHjy jeIHe penpe3eHTalU]e Y IPYTY.

Lum u 3a0ayu ucmpasicusarba

Hus  ucTpaxuBama je YTBPAUTH MOTYRHOCTH CTyJeHaTa Jia
npeAcTaBbajy HojaM (QyHKIHMjEe y PasIMuuTHM penpe3eHTaljaMa Kao U Ja
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Aneebapcka u epaguuxa penpezenmayuja nojma yHkyuje

TpaHchopmuily (YHKOW]y W3 jelHE penpe3eHTauuje y Ipyry, ¢ MoceOHHM
OCBPTOM Ha anre0apcKy U rpaduuky penpe3eHTanyjy Jnaeapae GyHKImje.

[y cMO KOHKpETH30BalIu Kpo3 cibenehe 3a1aTke NCTpaKuBama:

— Hcnuratn creneH ycmjexa cCTyAeHaTa y TNpeno3HaBamy (QyHKIHja
JIaTUX Y Pa3INuUTUM perpe3eHTalrjama.

— Hcnmraty creneH ycijexa cTyieHaTa y TpaHCOpMAaIHjH pa3sTHIuTHX
penpe3eHTanija QyHKIHje.

— HWcnuratn moBe3aHocT wu3Mel)y mpaBWIHOT JeduHECAama MojMa
¢yHkumje W uneHtudukanmje  QyHKOHMja Yy Pa3NIUYUTHM
penpe3eHraiyjama.

— YTBpAUTH [1a U TOCTOj€ pa3fiKe Yy HHTEPHpETAlHjU JIMHEapHUX
¢dbyHKIMja JgaTHX JIBjeMa pempe3eHTalMjaMa: anre0apckoj u
rpauuKoj.

— YTBpAUTH 7@ M TOCTOje pa3iuKe y YCIjEeIIHOCTH CTy/AeHara Ja
TpaHchopmuily anredapcky penpe3eHTanujy JuHeapHe (YHKIHjE Y
rpaduuky u oOpHYTO.

— Hcnuratn  moBezaHoct m3Mmelly  ycmjemHOCTH  cTymeHaTa  da
TpaHchopmuiy anredapcky pernepe3eHTalujy JuHeapHe QyHKIHje Y
rpaduuky u oOpHYTO.

— YCTaHOBUTH KOjUM MeToJaMa C€ CTYJCHTH KOpPHCTe MpHU
TpaHchopmanuju anredapcke pernpe3eHTalmje JuHeapHe GyHKIHjE Y
rpaduuky.

— YCTaHOBUTH KapaKTEPUCTUYHE TPEIIKe.

KBanTuTaTHBHY aHamM3y CMO 3aCHOBAJIM Ha CTAaTHCTHYKOj oOpamu
nojgaraka npuMmjeHoMm mnporpama SPSS 18 (Statistical Package for Social
Sciences). ToM mnpWIMKOM CMO YTBphUBaaM 3HAYajHOCT pasiuka usMely
APUTMETUYKHUX CpeauHa (t-TeCTOM), KOpemalujy HCTPaXHBAYKHUX BapwjadIn
(xoeduumjenTe Kopenanuje: Pearsonov u Goodmanov koepurmjent u x°).

PeSszmamu ucmpasicusarod

[MpBHM WCTpakMBayKH 3aJlaTaK Ce€ OJHOCHO Ha HWCIHTHBAKE CTeleHa
ycrjexa cTyJeHarta Yy Tperno3HaBamy (QYHKIWja JaTUX Y Pa3TUduTHM
penpesenranrjama. OAroBopH CTyAeHaTa Ha 3agatke 1, 5, 6 y ynutHuky 1
yKa3yjy Ia CTYACHTH HajTexxe uaeHTH(uKyjy (yHKumje nate y anre0apckoj
penpesenranuju. CTeNeH YCIjeNHOCTH Y UAeHTH(GUKAUj QYHKIMja 3a1aTHX
TEKCTOM WM TpapuKoM je mpuOmmkHO jemHak: npexo 80% cryneHara je
uaeHTuduKoBaIo QyHKIMjE AaTe Y IOMEHYTE ABHje perpe3eHTanuje. I paduxon
1 mpukasdyje ycmjex cTyAeHaTa y uiaeHTHQuKanuju (QyHKIHMja JaTuX y TpU
penpesenraije: BepoaiHoj, rpaduukoj U anredapcekoj.
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I'pacduxon 1.
3amarak 1 3ajgarak 5 3agarak 6
100 100 B0
B0 B8O
60
S e S e E
H 8 3
5 5 5
o 40 [T} o
20 20 20
o o o
neuspiesni uspiedni a 1 0 1
Bes6anna penpesenranuja T'paduuxa penpesenranuja 2

Aunrebapcka pernpeseHTaiuja

Jpyru MCTpaKMBayKH 3aJaTak ce OJHOCHO Ha HMCIHMTHBAIE CTEICHA
ycmjexa CTyAeHara y TpaHChOopMaIliju pa3IMuuTHX perpe3eHTannja QyHKIHje.
AHanu3oM OATOBOpa CTyAEHaTa Ha 3aaaTke 2, 3, 7y YnutHuky 1 mommio ce 1o
3aKJbydyKa Jia je ycmjex y TpaHchopMaIiju jeaHe penpe3eHTaluje IojMa
¢yHKIMje y ApYry ompedaH ycrjexy y uaeHTHQUKauuju (yHKOHja JaTtux y
noMeHyTe Tpu penpeseHtanuje. CTYIGHTH Cy NOJjeIHAKO HEYCIjEelIHUu Y
Tparchopmanuju QyHKIHje U3 BepOallHe pemnpe3eHTanje y rpaduuky Win
anrebapcky, Kao u y TpanchopMmanuju anredapcke penpeseHranyje y rpaguuky,
IITO CE BUIY U3 rpaduKoHa 2.

I'paduxon 2.

3amarax 2 3anarak 3 3anmarak 7

100

80

60

Percent
Percent
Percent

40

20

neuspiesni uspiesni

“ o 1
Tpancdopmanuja: Tpauncdopmanmja: Tpauncdopmanmja:
BepOanHa — rpaduuka BepOanHa — anrebapcka anrebapcka — rpaduuka
pernpeseHTanuja penpeseHTanuja perpeseHTanuja

2

Uckazann Heycmjex y ciy4ajy TpaHcopmanuje (QyHKOHMje naTe y
BepOaHOj penpe3eHTalMju y TpaduuKy U anre0apcKy je ¥ OYeKUBaH ¢ 003UPOM
Jla ce TaKBOM BHJY 3ajJaTaka y TOKy HacTaBe HHje MocBehmBaiia 3aciykeHa
naxmwa. Ho m3nenalyjyhm je cnal ycmjex y tpanchopmaunju QyHKIHje U3
anrebapcke perpe3eHTanuje y rpaduuky, jep ce pjeliaBamy TakBe BpCTe
3a/1aTaKa y TOKY IIKOJIOBarmka (MCKJbYUHBO) TIOKJIahalia aXKha.

Tpehu wucTpakuBauku 3agatak Cce OJHOCHO HAa  HCIHMTHBAGE
MOBE3aHOCTH TMPABUIIHOI neduHKMCama NojMa (YHKIMje W HACHTU(DUKALN]ES
(yHKIMja y pa3IMuUTHM perpe3eHTanujama. Pesynratu 2 Tecra ykasyjy jaa
YCI[jeIIHOCT CTy/AeHaTa jAa HaBedy AeQUHULIM]y MojMa (YHKLHUje 3aBHCU OX
BUXOBE YCIJEIIHOCTH Ja IHojaM (QYyHKUWje MPUKaXy Yy Ppa3iudyuTuM
penpesenrajama: ¥2 (df=1) = 17,218; p=0,000. [Ipu ToM ce youaBa ymjepeHa
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3aBUCHOCT Yy HaBohemy Jeuuunmje mnojMa ¢GYHKUUjEe O YCIjeIIHOCTH
MpHUKa3uBama MojMa (QYHKIHjEe Yy PAa3IWIUTAM perlpe3eHTalryjama, ITO HaM
MmoKasyje u BpujenHoct nambaa koedummjenta: A = 0,412 ; p = 0,008. Haxie,
HITO Cy CTYJCHTH BHIIE y CTamby Aa MojaM QYHKIHje MPEACTaBIbajy pa3InduTUM
penpeseHTanyjama, To he 6utn y ctamy na HaBoje u npucjehajy ce nepunummje
¢byHKIH]E.

YeTBpTH HCTpaXKUBAYKH 3a[aTaK C€ OAHOCHO HAa YTBPHUBAKE MOCTOjamba
pasnuka |y  UHTEpHpeTaluju  JHHeapHUX  (QYHKOWja JaThx  JBjeMa
penpeseHTanjama: anredapckoj u rpaduukoj. Pesynratu t-tecra ykasyjy naa
MOCTOje 3HaYajHe pasiiKe y HHTEPHpETAalWju JIMHeapHUX (YHKIHja NaTHX Y
anre0apckoj U TrpauyuKoj PEelpe3CHTAHj W TO TOJjeJHAKO MPH pjeliaBamy
JETHOCTAaBHUX U CIIOKEHUX Ipodiiema:

t(df=49) = 6,096; p=0,000 (jearOocTaBHH poOIIEM, PYHKIIH]ja OOIHKA),

t(df=49) = 6,861; p=0,000 (cnoxenu mpobdisieM, GyHKIH]jE TehUHUCAHE
Ha Pa3IMdUTUM JOMEHaMa).

[letn mMcTpaKMBa4YKH 33/aTak Ce OJHOCHO Ha yTBphHBame MOCTOjamba
pasivka Yy YCHJEIIHOCTH CTyJeHarta Jga TpaHchopMuily —anrebapcky
penpe3eHTanyjy JuHeapHe GpyHkiuje y rpapuuky u o0puyTo. Pesynraru t-tecra
yKa3yjy Ja mocToje 3HauajHe pa3uke y TpaHchopManrju THHeapHUuX QyHKIH]ja
MaTuX y anrebapckoj M Tpaduyko] pemnpe3eHTalWju ¥ TO MOMAjeTHAKO MpH
pjelaBamy jeJHOCTABHUX U CI0KEHUX MpodiiemMa:

t(df=49) = 6,096; p=0,000 (jearocTaBHM poOIEM, PYHKIIH]ja OOIHKA),

t(df=49) = 6,861; p=0,000 (cnoxxenn mpobieM, GyHKIHjE nedUHICAHES
Ha Pa3IMdIUTUM JOMEHaMa).

lectn wuCTpaKMBaukKW 3aJaTaKk C€ OJHOCHO Ha HCIUTHBAE
NOBE3aHOCTH U3Mely YCHjelIHOCTH CTyJeHaTa Jia TpaHC(HOpMUILy anrebapcky
periepe3eHTalMjy JHUHeapHe QyHKIMje y rpaduuky u oOpHyTo. Pesynraru y2
TeaTa yKasyjy Ha 3aBHCHOCT IpH TpaHchopMaluju ajaredapcke pernpe3eHTaluje
nuHeapHe QyHKIMje y TpaduuKy U 0OOpHYTO:

y2 (df=4) = 17,125; p=0,002 (jegHOCTaBHU IpOOIEM),

¥2 (df=4) =20,156; p=0,000 (cnoxenu mpodIEM).

YMjepeHa 3aBHCHOCT YCIJEHIHOCTH Yy TpaHcopManuju rpaduyuke
penpeseHTanyje JHMHeapHe (QyHKOWje y anrefapcKky OJ YCIjelIHOCTH Y
TpaHchopmaluju y oOpHyTOM cMmjepy motBphena je I'yaman y Kpyckan Ttay
TECTOM:

1=0,242; p=0,000 (jemHOCTaBHH ITPOOIIEM),

1=0,408; p=0,000 (cnoxenu mpobiIEM).

CenqMuM M OCMHM HCTPaXHBAYKUM 33/1aTKOM C€ Tpebasio yCTaHOBHUTH
KOjUM MeToJaMa c€ CTYIeHTH KOpucTe npHu Tpanchopmanuju anredapcke
penpeseHTanuje JuHeapHe (¢yHKUMje y rpaduuKy, Te€ YCTAaHOBUTH
KapaKTepHCTHYHE TPEIKe CTyJCHATa NPU pjelliaBamy MOCTaBJHEHUX 3a/laTaKa.
YBujioM y pjeniema Koja Cy TOHYJWIN HCIUTAHUIM, MOTY CE€ YOYHTH JBa
TpeHaa y TpaHchopMmanuju anredapcke penpeseHTauuje JuHeapae QyHKuuje y
rpaduuKy: MeToJ]a KapaKTepHCTHYHMX Tadaka W MeToja Tabene Koje cy
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MOJIj€THAKO 3aCTYIUbEHE KOJ jeIHOCTABHOT MpoleMa 1 MeToja Tadese Kojy cy
CTY/ICHTH BHUIIIe KOPUCTHJIM NPU pjellIaBamy CIOXKEHOT MpobieMa. YKOIHKO ce
KOPUCTHO METOJl KapaKTePUCTHYHHX Tadaka NpU pjelliaBamy CIOXKEHUjer
npoOJiemMa, CTyICHTH HHCY BOJIWIM pavyyHa O JS(UHUIMOHOM MOAPYYjy CBaKe
on ¢yHKIMja U TO Ce yodaBa Kao jeHa OJ KapaKTepUCTHUHUX Tperraka. Ocum
TOTa, 3alla)KeHE Cy TPeIlIKe y MonMamy anredapcke penpe3eHTraruje (yHKIHje
raje ce moa (YHKIHMjOM IMOApa3yMHjeBajia caMo OHa (hopMylia Koja CalIpiKu
nBuje Bapujabne. Tpeha kapakTepuCTHYHA Tpellka HCIHMTAHUX CTyJCHATa
oJIcHKaBana ce y ofapehuBamy jenHO3HAYHOCTH (QYHKIIH]E.

3axmwyuax

Pesynratn wucrpaxuBama Cy MOKa3ald Ha KOJH HAYMH CTYACHTH
paspenHe HacTtaBe mowmajy mojam (yHkiuje. Oapehenu Opoj cTyneHara je y
00pa3ioKemhUMa CBOjUX OATrOBOpa EKCIUIMIIUTHO HABEO Jia jeAMHO alre0apcKu
u3pa3 ca JaBHje Bapujabie Moxe na mpencrtaBba (PpyHKIHjy. Tpehu yodenu
TPeHJ OIHOCH ce Ha Tpaduk (QyHKIHje: NMpeMa MHUIUBEHY CTyJIeHaTa caMo
HETMPEKUHYT rpaduKk MOXKe Ja MpeiacraBba QyHKIHjy. OBakBO mHOMMame
¢byHKIMje o] CTpaHe CTy[eHara je mopaxkaajyhe, nmajyhu Ha ymy BpHjeme U
IpOCTOp y HACTaBHOM IUIaHYy M MpOrpamy IpeIMeTa MaTeMaTHKa Koje je
noceeheHo wu3ydaBawy QyHKIMja W aHanu3u Tpaduka ¢yHKMja (M4 TO
pasioMIbeHe QyHKIHje, nakie QyHKIH]je KOja UMa IPEKH/IE).

JemaH o7l OCHOBHHX IMJh€BAa OBOT MCTPaXKHMBama je OMO yTBPAHUTHU KOje
penpeseHTaiyje GyHKIMja CTYJACHTH pa3pellHe HACTaBe MPENo3Hajy Te Jia JH CY
y CTamy Jia U3BPIIE KOHBEP3HU]y jeJIHE PEIPe3CHTaIU]e Y APYTry. YOUYCHO je Ja Cy
CTYJIEHTH HajyCIjeITHUj! Y UACHTU(UKAINjH QYHKIHja ¥ TEKCTYAITHOM OOJIHKY,
a 3aTUM y OOJIMKY CTpENacTor Jujarpama, ImTo ¢€ MOXe 00jaCHUTH Jia C€ HaKOH
nedunucama GyHKIMje Hajuelnnhe HaBoje nmpuMjepd (YHKIMja MPEICTaB/bEHH
CTpEJIacTHM JIMjarpaMoM, Ia C€ TaKBH NPHMjepH ypexy y namheme cTyaeHara.
CrymeHTn HHMCY OWiM y CTamy YCIjEIIHO pjellaBaTH 3aJaTke KOHBEp3Hje
pa3MuuTHX penpe3eHTanrja (yHKIWje. PjemaBame OBOr THma 3ajaraka
MpeJIcTaBJba TMPEIyclIOoB 3a IMOTIYHHUje pa3yMujeBame mojMa (yHKIuje, Te je
npernopyka na ce oOpaga HacTaBHe TeMe (YHKIMje YNOTIHYHH HaBohemeM
npuMjepa ¥ pjeliaBambeM 3aaTaka OBOT THIIA.
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Hparuuna 1. Mumuskosuh”
Yuusepauter y ctounom CapajeBy
[lemaromxu ¢akynrer bujersnna OpurnHANHY HAY9IHU paj

E®EKTU ITPUMIEHE TIUOEPEHIIMPAHNX NHCTPYKIIMIA
Y PJEIHIABABY APUTMETUYKUX ITPOBJIEMA

Veoo

Y caBpeMeHO] METOAMYKO] M HACTaBHOj MPAKCH IMOCEeOHA Maxmha Ce
nokjnama JAuQepeHIrpaHo] W HMHAMBHAYAIM30BaHO] HACTaBH, Koja ce
adpupMmmcara Kao jemaH of HajeUKaCHHjHX OOJMKAa y TPEBa3HIAKEHY
Heyclljexa y ydelmy W CTHIAmby MaTeMaTHYKHX 3Hamba Ha CBHM HHBOMMA
HIKOJIOBAmbA.

Bpojue mpemHocTH mudepeHnMpaHe W WHIUBHIyalH30BaHE HACTaBe,
nmoceOHO mpuiarohaBame CIIOCOOHOCTHMA, TOTpedaMa W WHTEpeCcOBamHMa
rpylie WIM TOjeJUHIA, T€ pallMOHAJHHje W e(PUKACHUje y4YeHhe M CTUIambe
MaTeMaTHYKUX 3Hakba, 1ajy UM IOMUHAHTHY YJIOTY Y TIOYETHO] HACTABH.

VY [naHammEM - yclloBHMa, JAUQEpEeHIHMpame HUBOA HHCTPYKIHWja
yUeHHIIMMa TpH o0paan TpoOIEeMCKUX 3ajaTaka y [IOYETHO] HAaCTaBH
MaTeMaTHKe je MPUXBAT/bUBHjE O] OCTAIHUX 00JIMKA TU(epeHIrjalyje, a lherona
OCHOBHA IPEIHOCT je y TOME ITO OoMoryhaBa y4eHHKY N1a c€ TOCIIHje CBaKOT
HHMBOA BPaTH TEKCTY 3aJaTKa M PaJy CaMOCTAIHO.

TakBa TeopHjcka MPOMHILBAKA PE3YITHpala Cy MpPOjeKTOBamEM U
U3paJoM KOHKPETHOT Mojesa JudepeHlnpama HHCTPYKIIMja 32 MOCTABIbakbe U
pjelIaBame apUTMETHYKUX MTPOo0OIeMa y OYEeTHO] HaCTaBH MaTeMaTHKe.

bynyhu ma HHBO ocTBapeHOCTH IU(EPEHIMPAHOT y4Yemha Y IMOYETHO]
HACTaBM MaTeMaTHKE Ol HHje EMITUPUjCKH YTBpheH, HCTpaxHBame Koje
CIIHj€[T! j€ YCMjepEeHO Y TOM IPaBILy.

1. Teopujcku okeup ucmpasicusaroa

Beoma BakaH 3ajaTak HAacTaBHUKA IIPH NpUIpEMamy 3a o0pamy
KOHKPETHHX apUTMETHUYKUX NpobieMa je pa3MHIIIbamkhe O BPCTH U HHTCH3UTETY
WHCTPYKIIMja W HAaYMHYy W BpEMEHy INpyXKama Y4YCHUKY, y3 HCTOBPEMEHO
yBaKaBame MNPUHLMIA MHUHUMajJHe moMmMohnm u mnpwiarohaBame (¢azama
pjelaBama 3aaaTKa.

JdudepeHnupame HUBOA WHCTPYKIMja YUYCHUIMMA Y IOCTaBJbamkby M
pjelaBamby apUTMETHUKUX MPOOJEMCKHUX 3a/aTaka KOPHUCTH ce Kao jegHa oJ
HajeUKacHUjUX Mjepa 3a MpeBasHIakemhe HEYCIjexa y HACTaBU MaTeMaTHKe.

VY modeTHOM cTajujyMy, MaTeMaTHUYKW 3aJlalll ce 01adupajy Tako Ja
HUBOOM 3aXTjE€BHOCTH OJrOBapajy TOj KaTerOpHjH ydeHuKa. [Ipyrum pujeunma,

* sadra@teol.net



Jlpacuya 1]. Mununxosuh

kpehe ce ox MpocTHX M JAaKIIMX W BPLIM KUXOBO JO3UPAbE M3IBajalb-eM HH3a
JeIHOCTaBHMjHUX 3a/aTaka y OKBUPY CJIOKEHHX, IO IOTIYHOT Ipejacka Ha
CIIOXeHe 3ajaTke. ,,OBakaB mpmia3z ce Op3o 3amjemyje anudepeHmHpaHoM
noMohu cmabuM ydeHWIIMa, JaBambeM BjeXOU KOje Cy HaMHjeHeHE U OCTAINM
yaenuuma. @opme u obOnwmm TakBe momohw OwWiM Cy Beoma pazmuauT: 1.
yKa3WBame Ha THI pjellerma 3aJaTka; 2. JaBamke CXeme, oOpacia 3a H3pamgy
3a/1aTKa; 3. CaoNIITaBame OArOBOPA 3a CAMOKOHTPOILY; 4. IOCTaBJbabe MUTabA
KOja HaBOJe Ha pjellce; 5. yKa3uBamkbe Ha TpelIke WIH YTBphHUBame
NPaBUJIHOCTH IOYETHHX KOpakKa y pjellaBamy 3a1aTaka; 6. yKa3WBame Ha
IpaBWJIO Ha KOjeé Ce YYCHHK MOXKE OCIOHWTH IIPH pjellaBamy 3a1aTka; 7.
YKa3uBame Ha aHAJOTH]Y; 8. yKa3uBame Ha TEKCT yOeHHKa (MPUPYYHUKA) KOjU
Tpeba TOHOBUTH Aa OM ce 3ajarak ycrmjenHo pujemmo u ap* (bophesuh 1981:
130).

Ha Ou npuctyn mpobnemy audepeHIUpama HUBOA MHCTPYKIHja TPH
o0pagy apUTMETHUYKUX MpoOjieMa OMO JaKIIU U jeIHOCTaBHUjH, HEOIXOJHO je
HPETXOIHO PA3MOTPUTH OCHOGHE NPUHYUNE XeypUcmuKke i ONUmMa Xeypucmuika
npasuia.

1.1. OcHosHu npunyunu xeypucmuxe

Xeypucmuxka je cioCOOHOCT HMJIH ,,yMjETHOCT * POHATaKEHa Hajkpahux,
HAajjeJHOCTABHUjUX M Haje()MKACHUjUX ITyTeBa 10 pjelmiema nmpodiema. Lwmb joj
j€ OTKpHBame KOTHUTHBHHX CTpaTerHja Koje OM ce KOpUCTHIIE Kao MmoMohHa
CpeJIcTBa y MPOIECy pjeliaBamba MOCTaBJbeHUX MM CAaMOCTATHO (popMyIHcaHux
npobiema.

Ja 6u npuctyn npobieMy, a KacHHje W caM TPOIEC pjellaBama 0w
HITO YCIjelIHUjH, HEOMXOHO j€ TMO3HABAkE OCHOBHUX MPUHYUNA XEYPUCTHUKE
mehy kojuma [Tossa (Polya 1964) uctuue cibenehe:

1. npunyun payuonannocmu,

2. nPUHYUN eKOHOMUYHOCIU U HEO2PAHUYEHOCMU,

3. npunyun uspasxcaearea u npumjete.

Haenene npunnune Ilospa maje y BuIy caBjeTa KOjU TPENCTaBIbajy
JMPEKTHE yITyTe yYSHUIIMMa 32 pjelaBame mpodiema.

1. ,,Hukang ne njemyj mpoTmB cBojux ocjehama, anu Tpaxky jacHe,
paloHaIHEe Pa3Jiore KOju rOBOPE 3a MM IMPOTUB TakBUX ocjehajHux cxparamal®

OBgaj casjer ce oqHOCH Ha uyecTta, Heoapehena ocjehama Koja ce jaBibajy
NPUWIMKOM CyO4aBama ca HEKUM MPOOIeMOM.

2. ,,Octanu o je moryhe myxke kon 3amarka! [lokyiraj ga ce cuabemn
ca ITO Mamke HH(pOopMalMja KOje HUCY Y AUPEKTHO] BE3U ca 3aaaTKoM!

C BUM je KOMIUIEMEeHTapaH casjeT: ,,imak Oyau npunpeMibeH Ja ce 10
T€ Mjepe yIasbHIIl 0J1 33JaTKa, aKO j€ U KOJIMKO j€ TO MOTPEOHO M KOPUCHO!™

3. ,,He onmycraj npepano! OcTaHM OHOJIMKO Iyro KOJ AHjela KOju
npoyyaBall, KOJIMKO cMarpall ja he TH OH 1aTu KopucHuX uHpopmamjal‘
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Egexmu npumjene oupepenyupanux
UHCMPYKYUJA Y DJeuasarny apummemuykux npooiema

C »muM je KOMIUIEMEHTapaH caBjeT: ,,[lokymaj mponahu nongarke koje
HUCH paHHWje KOPHUCTHO, MPOYYM HUX, MOXHa hem OTKpWUTH HEKy 3Ha4ajHy
nHpopMaImjy!
HaBenenn mnpuHmmmu wmory ce mnpedopMyiHcaTH Yy jeJHOCTaBHE
MIpeTopyKe YUSHHUIINMA 32 pjelaBarme mpooiemMa:
1. loxywaj 0a obpa3znoscuwus ceoje uoeje!
2. Uckopucmu ungopmayuje Koje umaw y nomnyHocmu, aiu Hemoj 0a
ce 02paHuyuul camo Ha roux!
3. Hemoj oomax 0a odycmajeut, pasmuuivaj maio o npooremy!
4. [lokywaj 0a ysujek np8o CMUCTUUWL OHO WMO JdHCenuul KacHuje 0a
ypaouus!
Emnupujcka ncrpaxkuBama Koja cy Bprmiau Pecauk u ['macep (Resnick,
L., Glaser, R.) 1976. romuHe mokasyjy Ja YYE€HHWIM IOCTIKY OOJbH yCIjex
YKOJIMKO MM C€ JIO3BOJIM Jia MIPH pjelliaBamy MpoldiieMa MpBO pa3MUCIIe ITa Ou
XTjeJH 1a ypaJie M Kako XeJie TO Jia ypaje.
OBaj mpuHIMI peghrieKcuje pazmamparsa yHanpujed TOTIPHHOCU Ja ce
n30jerHe HEeeKOHOMHYAH U MOTpelaH paj.

1.2. Onwma xeypucmuuxa npasuia

IMon mojMoM xeypucmuuxa npasuia NOAPa3yMHUjeBajy C€ KOTHUTHUBHE
CTpaTerrje Koje YYeHHK KOPUCTH Kao MHCTPYKIIHje TPH pjelraBamy mpodiema.
OHe MpencTaBibajy BeOMa BaXKHE CaBjeTe U YIYTe YUYCHHUIMMA KaKO CE TPaXKH,
ONHOCHO Jjoyiazu 70 pjemewme. Ilosba (Polya, 1980) nHaBomu cibencha
XEYPUCTHYKA MpaBUIIa KOja, Y CTBApH, NIPEJCTaBJbajy OCHOBHE (ha3e pjeliaBama
npobiema:

1. mopaw oa pazymujeut 3a0amax,

2. Mopawi 0a u3paouwl NiIaH 3a pjeuasarve,

3. cnposeou ceoj naaw,

4. nposjepu 00bujero pjewierve.

3a cBaky (asy pjemaBama, Iloka je ¢opmyaucao Hu  Heka
WHCTPYKIMjCKa MUTama Koja he, Ipu WHAWBUAYATHOM W WHIUBUIYATH30BAHOM
pany, IpeICTaBbaTH CAMOUHCTPYKIH]E YUCHHKA.

| 3a pazymujesarve 3a0amxa
1. IlIra je naro? lllTa je Henmo3naro? Kako riacu ycioB?
2. HampaBu ckuny cutyanuje. YHecu oarosapajyhe monarke.

Il 3a cmsapare nrana

1. Jla v mo3Hajem1 HeKH CIMYaH 3aAaTaK?

2. la 11 MOXKEI Ipyraduje 1a U3pas3uill 3aaTak?

3. Bparu ce Ha mouerak!

4. Ako He MOXKell J1a PHjelIMII Taj 3a/aTaK, MOKYIIa] PUjeInTH HEeKU
cirdaH. MOJKel JIn Jla pUjenIui TU0 3a1aTKa?
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5. Moxem 11 Aa W3Belell HEITO KOpUCHO W3 monataka? [a nmu cu
yHoTpujedno cBe mojaTke?
VY pjemaBamby apUTMETHYKHX MPOOJIIEMCKHX 3a/aTaka 4ecTO IOMake
¢dopMmynucame 3amaTKa CONCTBEHUM pHjeUMMa W pallwIalbUBabe y Mambe
JjeIuHHIIE.

Il 3a cnposoherve nrana

1. Ako ymoTpujeOum cBOj MOAEN 3a pjeliaBambe, KOHTPOJIHMIIN CBaKH
KOpaK.

2. Jla 1 MOXKeNI jacHO Jia BHJIWIN Ja je Kopak Tadan? Jla jm Moxen To
Ja JoKaxem?

Osga ymyTcTBa MOJACTUYY HAa IPOMUIIUBEHH MOCTYTIAK pjeIIaBarba.

IV 3a ocepmarse na pjewerve

1. Jla 1 MO>Kel 1a IPOBjepHII pe3yiaTaT?

2. la T MO>KEII 1a U3BEJIEIIl Pe3yiITaT Ha pa3IndnuTe HaunHe?

3. Kako cu pomrao o pesynrara?

Pednekcuja mocmaTpama yHa3aa UMa 3a IiJb KOHTPOJIMCALE Pjellickha U
noBoheme 10 CBUjECTH OHOTA OIMIITET ITO he ce MPEeHOCHTH Ha JpyTe, CINYHEe
MPOOIIEMCKE CUTYaIIH]e.

Ynorpeba HaBeAGHUX WHCTPYKIM]CKUX MHUTamka YCIOBJbEHA j& BPCTOM,
OJTHOCHO THIIOM TIpO0JIeMa U y3pacToM Y4eHHKA.

1.3. Cpeocmea nomohu y pjewasarpy npobiema

Ocnoco0sbaBame YUCHHKA 32 pjellaBambe apUTMETHUYKUX Mpodiema y
MOYETHO] HACTaBU MareMaTWKe [MoJpasyMujeBa Tpyxame oJpeheHux
UHCTPYKIMja y TmojenuHuM (a3ama pjemaBama. YBaxkaBajyhu pPHHIUI
MUHUMAaITHE TTOMONY, HaCTaBHUK, MO CBOjOj IPOIjeHH, MpYyKa HajMamy momMoh
YUEHHKY WJIM IPYyNHY YICHHUKa, KOja je JOBOJbHA JIa HACTAaBE IPOLEC PjellaBamba.

Ha ocnoBy muorux mnpahema HacraBe (Eigler, Judith 1973: 88-90,
Riedel 1973: 90), npemioxkena je cipeneha xujepapxuja HHBOA WHCTPYKIIH)ja,
ypehena npema pactyhoj cHazu:

. Momusayuona nomoh,

. nomoh 3a nogpammuy uHgopmayujy,

. onwme-cmpamezujcka nomoh,

. cmpamezujcka nomoh ycmjepena Ha caopaicaj,
. caopoicajua nomoh.

VYpeheHocT HMBOa MHCTPYKLMja y JaTOj XHjepapXuju, oA Hajcradwuje,
MOTHUBAllMOHE, [0 HajCHAXHUje, caipkajHe MOMohM, 3HauajaH je IyTOKa3
HACTaBHHMKY 3a WUXO0BO Kopuiihieme y OWJI0 KOM TPEHYTKY, OJHOCHO (a3u
pjelaBama apUTMETHYKUX TIpodiemMa.

OB WN P
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VY tome he um momaratu u ypeheHocT BpcTa moMohu y OKBUPY CBaKOT
HUBOA, C O03WMpPOM Ha WUXOBY IHUPEKTHOCT (Jupexmna momoh je Beha on
UHOUPEKIMHE).

Momusayuona nomoh ciyxu Kao oxpaOpeme YYeHHKY, MOTHYE ra,
0o1pu 1 Be3yjy y3 3a/1aTax.

Ipumjep: Yenjehew pujewsumu 3a0amax.

Huje mnozo meowcax.

Homoh 3a nospamuy ungopmayujy o0OaBjemITaBa YYCHHKA J1a JH j€
oabpao mpasH IyT 3a pjemaBame Ipodiaema.

Ipumjep: Ooabpao cu npagy memooy.

Hezoje cu noepujewuo.

OBa Bpcra momohm, y3 MOTHBamMjy, TNpyXa YYEHHKY HOBPaTHY
nH(GOPMAITHjy O IMTOCTYIIKY pjelIaBama.

Onwmecmpamezujcka nomoh TPEACTaBIba HAjONIITHjEC MPHUjeaIore 3a
MPOIIEC pjeliaBama npodiieMa Ia je HeKU Ha3uBajy nomoh ycmjepena na npoyec.

Ipumjep: U3060j nosname nooamxe y 3a0amxy.

Tlozneoaj 006po nodamxe y 3a0amxy.

Cmpamezujcka nomoh ycmjepena Ha caopoicaj TPEACTaBIba OIIIITE
METOJIe pjemaBarma npobiaema noBe3ane ca caapxkuaoM. OHa naje u oapeheHe
yITyTe Be3aHe 3a KOHKPETaH Ca/ipKaj 3a/1aTKa.

Ipumjep: Pujewsu 3a0amax memooom npagoyeaonuxa.

Hoxkywaj epaghuuxu pujewumu 3a0amax.

Ion cadporcajrom nomohu moxpazymujeBajy ce oOHa CpeAcTBa Koja aajy
onpehenuja ynyrcTBa 3a 3ajare 1OjMOBE M MpaBUia, 3a oapeheHe Bese usmely
BUX, 32 Ta4HO ojipeljeHe moMohHe BeIMUYMHE WU 3a Pe3yJITar.

Ipumjep: Toxywaj nomohy nospwiune u wupune uspauyHamu
OYIHCUHY NPABOY2AOHUKA.

Tpeba 0a uzpauynaws WUPUHY NPABoy2aoHUKA.

Canp:xajHa moMohHa CpeicTBa Cy OYUITIEOHO HajCHAXXHHUja jep Uay 10
JaBamka NapLMjaTHUX pjeliera 3aJaTka. 3aTo MX HEKW Ha3WuBajy nomohHa
cpeocmea ycmjepena Ha pe3yiman.

Ananmupajyhu HaBeneHe BpcTe MoMohm W TpuUMjepe Kpo3 Koje ce
KOHKPETHU3yjy, JMAOJIa3UMO JI0 3aKJbydKa Jia onwmecmpameujcka nomoh
NPEJICTaBIba XeypUCmuyKka npasuia Koja Tpyxajy AUPEKTHE YIyTe YYCHUIIMMa
KaKO Ce TPaXKHU pjelicHe.

Oga Bpcrta nomohu nma omtydyjyhy yjory y ocnoco0sbaBamy YUeHHKA
3a pjelaBamke apUTMETHUKHX MpobjeMa jep NpeAcTaBjba OCHOBHE (dase
pjelaBama 3aaaTKa:

IIpso: — Mopauw oa pazymujews 3a0amax.

Lpyeo: — Mopaw 0a uspaduw nian 3a pjewasarse.
Tpehe: — Cnpogedu ceoj niat.

Yemepmo: — Ilposjepu dobujero pjeuterve.

XeypucTuuka TpaBHiia Kpo3 KOja Ce HMCIOJhbaBa OIMIITECTPATEIHjCKa
momoh, 3ajelH0 ca WMHCTPYKIMjCKUM MuTamuMa Koja je dopmynucao Ilospa,
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MOTY C€ ypeIuTH MO pacTyhoj cHa3u Tako Ja MpeAcTaBibajy AudepeHIrpaHe
HUBOE HMHCTPYKIHja Koje he ydeHuIn MOhM KOPHCTHUTH Yy TOKY pjellaBama
APUTMETHYKHUX TTpodIeMa.

OcuMm Tora, BpcTe MoMohu y OKBHpPY CBakol HHBOA ce, MpHje CBera,
pa3iuKyjy TpeMa CBOjOj MAUPEKTHOCTH, INTO WIYCTPYjeMO cibenehnm
MpUMjepuMa:

— JlupektHa MotuBanmona nomoh: Cueypno hewr O0ohiu 0o maunoe
pjewersa.

— MHaupexTHa MOTHBAIIMOHA TTOMON: 3adamak Huje MHO20 medXcax.

— [upexmna nomoh 3a nospamuy ungopmayujy: Ilocpujewino cu y
PpauyHaw)y.

— Wumupextna nmomoh 3a moBpatHy uHpOpMamwmjy: [loepujewiuo cu
Hezlje.

— JlupekTHa omnmrecTparerujcka nomoh: [llma je nosnamo, wima mpeba
oa uspauynaut?

— WnpmpextHa ommrectparerujcka nomoh: Ilozredaj bowe nodamxe y
3a0amxy.

— JlupekTHa ctpaterujcka nomoh ycMmjepeHa Ha caapxkaj: llokywaj
pujewumu 3adamax nomohy epaguuxoe npuxasa.

— HMumupexTHa crpaterujcka momoh ycmjepeHa Ha canpxaj: Moowoa
epapuuxu pujewuns 3a0amax.

— JlupextHa caapxajaa miomoh: Hajnpuje uspauynaj wupuwy
NPagoy2aoHUKA HA OCHOBY NO3HAME NOBPUIUHE U OYIHCUHE.

— HWupupextHa cangpxkajua mnomoh: Tpeba Oa uspauymaut wupumy
npasoy2aonuxa.

HaBenena xwjepapxuja WHCTpyKIMja 3a TOMOh TpencTaB/beHa je Ha
HA4YWH KOjU OJIroBapa HJCaTHOM TUIY KOjH j€ PEATTHO TEIIKO OCTBApHUB. Y OITIITE
TJIE/IaHO, JICjCTBO KOHKPETHE MOMONM He 3aBUCH caMO O] lbeHe BpPCTe, HETO U
Ol TPEHYTKa TIpYXama, Ma Cy y NPaKCH WHCTPYKIHje Ha Pa3IMYUTe HAuWHE
UCIIPEIUTUTaHe. 3aTo je ’UXOBO jeJIHO3HAYHO CBPCTaBamk-e TOTOBO HeMoryhe.

Hdudepennupame HHBOAa HWHCTPYKIMja YYEHUIIMMa MpH oOpaan
apUTMETHUYKNX TpobiemMa je TMpHUXBaTJbUBHje O]  OCTAIMX  OONMKa
nudepeHyjanije, a \»eropa OCHOBHA MPEAHOCT je y ToMe ImTo omoryhaBa
VUEHHKY ,,... J]a TMOCJHje CBAKOT HUBOA, MOYEBIIM O] TEKCTa 3a/aTKa, Paju
caMoCTaJIHO. Pa/ioM Ha omMcaHu HAYWH, YYSHHUIM MOT'Y PEaTHO U 00jEKTHBHO Jia
carjefajy COICTBEHY OCHOCOOJBEHOCT 3a TOCTaBJbale M pjelIaBambe
mareMaTHukux npodnema‘ (Ilerposuh 2002: 1).

2. MemoOonowKu oKeup ucmpaxcuearsa
[IpenMer oBOr MCTpaKMBama MPOM3AIIAO0 j& W3 HABEICHE TEOPH)CKE W
HaCTaBHO-TIPAKTUYHE KOMIIOHCHTC W OHWBHUYCH je CaBpEMEHUM II€aarouiko-

NICUXOJIOMIKMM MOIJieiuMa Ha MOTYRHOCT MOAEPHOT KOHLMIHMpama METOAa
yuemha MaTeMaTHKE U HACTABHUX CaJIpKaja OBOT MPeMeTa.

276



Egexmu npumjene oupepenyupanux
UHCMPYKYUJA Y DJeuasarny apummemuykux npooiema

Y TOM CMUCIy, npeomem eMnupujckoe UCMpadcuéarba je TpoBjepa
eukacHOCTH TpUMjeHe U(EepeHIMpPaHnX WHCTPYKIHja YUYCHHIIMA IIpU
00paay apUTMETHIKHUX MOJIena MpoOIeMCKHX 3aaTaka.

Lumw ucmpaxcusarna je na ce YTBPOU YTULA] OUQEepeHLUPaHUX
WHCTPYKIMja Ha YCIjeX y pjellaBamy apUTMETHYKHX MOJENa IMPOOIEMCKHX
3ajaTaka, OJHOCHO J1a ce MOTBPIH U adupMHILIe TIOHyl)eH! Moien HacTaBe.

OctBapuBameM OBako AeHUHHCAHOT NHJba MOrao OM ce OYEeKHBATH
BEJIMKH TEOPHU)CKU U MPAKTHYHH JOMPUHOC OBOT UCTPAXKHUBAA.

W3 HaBeieHOT 1IMJba IPOU3IIA3E U 3a0ayu UCIPAXCUBAILA.

1. dopmupaTn W yjemHauWTH TpyIe Koje he ydecTBOBaTH Yy

EKCIIEPUMEHTY.

2. [IpoBecTu eKCIEpUMEHT.

3. Ucnuratn pesynrare eKCHEPHMEHTATHE M KOHTPOJHE TIpyle Ha
TECTOBHMMA 32 MIPOBjePy 3Hamba.

4. VicnutaTh yTHIA] TMPOjEeKTOBAaHOT Mojelia o0paje apUTMETHUYKUX
mpo0iieMa Ha MPUMjEeHY CTEUCHUX 3Hamkha Y HOBUM CHTYaIlHjaMa.

5. McniuTati yTHIaj MPOjEeKTOBAHOI MojEna o0pajae apUTMETHYKHX
mpo0JieMa Ha CaMOCTAaJIHO pjelliaBame MPOOJIEMCKUX 3a/laTaKa.

Ocnosna ~ xunomesa — ucmpagicusara  Tiaacu:  JudepeHumpame
WHCTPYKIMja Kao oOmuK nudepeHnrjandje M WHIUBUAyAIH3alHje MOYEeTHE
HacTaBe Maremaruke he ytunatn Ha mnoBehame ycmjexa y pjemiaBamy
APUTMETUYKHX TIpodIema.

Tlomohue xunomese n3paxanajy moryhe npernocraBke:

1. EkcriepumenTansa rpyna he y mjeawHd moctuhn 3HavajHo 0Oo0Jbe

pe3yiTaTe y 0JIHOCY Ha KOHTPOIHY TPYyIy.

2. IudepeHnmpame HHCTPYKIIHja MTPH 00paJ il apUTMETHIKHX ITpodiieMa
JONpUHOCH e(UKacHMjo] MpPHUMjEeHH CTEYEHHX 3Hamba y HOBUM
cUTyaljama.

3. qudepeHnupame WHCTPYKIMja TPU pjellaBalby apUTMETHYKHX
mpoOiieMa JONPHHOCH OpKeM W KBaJUTETHHjEM OCIOCO0JhaBaBY
YUEHHKa 332 CAMOCTAJIHO pjelaBambe MPOOIEMCKHX 3a/1aTaKa.

4. IlpojexToBaHn Mojen audepeHnrpama WHCTPYKIHja JONPUHOCH
noan3amy 00pa3oBHUX edekaTa JoJaTHE HAacTaBe MaTeMaTHKE Ha
BUILI HUBO

VY cknanmy ca mpupojgoM Mpodiema, MpeMETOM, IUbEM H 3aJaIiMa
UCTPaXMBamka, TE€ Ca MOCTaBJLEHUM XHIIOTE3aMa, KOpHUIIheHe cy Mmemoda
meopujcke ananuse U eKCnepumMenmantna memood, a Kao MjepHu UHCMpYMeHmu
HeOpPMAaITHU TECTOBH 3HAMKA.

U360p cnoxeHux MpoOIeMCKHX 3a/aTaka 3a WHULMJATHO U (UHAIHO
TECTUpAaE je BPIIEH MpeMa rmocTojehuM yiioeHunmuMa u 30MpkaMa 3ajaraka, Te
npeMa OpHjeHTaIMOHOM TIporpaMy 3a HacTaBy MaTeMaTHKe y IMETOM paspeny
OCHOBHE IIIKOJIE.

O06a Tecra MMajy MO IIECT 3aJaTaka W HUXOBO pjelllaBamke HUje
BPEMEHCKHU OTPaHUYEHO.
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V30pak xoju cMo 0a0palii HICTOBPEMEHO MMa KapaKTePUCTHKE IPYITHOT
W CIIy4ajHOT y30pKa, a ofabpaH je W3 MOomyianHje ydeHHKa MEeTOr paspenaa
OcHoBre mmkone ,,CBern CaBa“™ u3 bujespiHe Koju, MOaHjeJbEHN Y MIECT TPyTIa,
noxalajy monaTHy HacTaBy M3 Matemaruke. M300p y30opka Ouo je yCIOBJbECH U
YUHEHUIIOM Jla Cc€ JOoJaTHa HacTaBa y BehWHHM IKOJa OBOT MOApydYja, 300T
HEJ0CTaTKa IIPOCTOPa M Pajia y TPH CMjeHe, He pean3yje y IIeTOM pas3peny.

Ham y3opak je Opojao 124 wucnutHe jenuHuue (ydeHwka), 62 y
KOHTPOJIHO] M 62 y eKCIIEpUMEHTAIHO] rpynH (Tadena 1).

Tabemna 1.
Kopuzosanu Kymynamuenu
I'pyna f % % %
E 62 50,00 50,00 50,00
K 62 50,00 50,00 100,00
Yrynno 124 100,00 100,00

2.1. Opeanuszayuja ucmpasxicusarsa

Ha mouerky mctpaxuBama, 6. nenemOpa 2009. roanHe H3BPIIEHO je
WHUIM]aJTHO MCIUTUBAE TECTOM 3HAama U3 MareMaTHKe. TecT je MpUMH]jCHEH
Kao MjepHH HWHCTPYMEHT 3a YyTBphWBame MOYETHOT CTama IpHje yBohema
eKCIIEPUMEHTATHOT (pakTopa W Kao KpPUTEPUjyM 3a YyjelHadaBame Tpyra.
HctoBpeMeHO, TecT je mMoka3aTelb JOCTHTHYTOT CTeleHa CaMOCTaIHOCTH Y
pjemaBamy apUTMETHYKHX MPOOJIEMa.

ExcriepuMeHTaJIHy M KOHTPOJIHY TPYIy CMO YjeIHA4YMIHd Ha OCHOBY
HEKOJIUKO KPUTEPH]jyMa:
—  TI0JIa YYCHHKA,
—  ycljexa yYeHHKa U3 MATEMATHKE Y MPBOM TOJYTOTUIITY,
—  HaJapEeHOCTU yYCHHKA 3a MaTEMAaTHKY,
—  ycljexa yIYeHHKa Ha WHHIU]jaTHOM TECTY.

[lpema OBUM KpHTEpUjyMHMa TIpyre cy OHIEe MOTIYHO, OJHOCHO
NpUOJMKHO yjeHaYeHe, IITO je BUAJBHUBO U3 NoflaTaka y Tabenama.

Tabena 2: YjeqHaueHoCT Tpyna npemMa rnoiry y4YeHHuKa

llon yuenuka

T'pyna Kencku Mywixu Viynno

£ f 33 29 62
% 53,20 46,80 100,00

K f 30 32 62
% 48,40 51,60 100,00

Viynno: f 63 61 124
' % 50,80 49,20 100,00

¥*=0,29 df=1 p=0,59
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Tabena 3: VYjemHaueHoCT Tpymna mpeMa ycrjexy u3 maremaruke y |

TIOJYTOTATITY
Onwimu ycnjex yyeHuxa .
Tpyna Hobap Bpno oobap Oonuuan Viynno:
B f 18 24 20 62
% 29,00 38,70 32,30 100,00
K f 18 24 20 62
% 29,00 38,70 32,30 100,00
Viynno: f 36 48 40 124
' % 29,00 38,70 32,30 100,00
x?=0,00 df=2  p=1,00
Tabena 4. YjenHaueHOCT rpyra npeMa HaJlapeHOCTH 32 MaTEMaTHKY
Haodapenocm yuenuka
Tpyna Haoapenu Marve nadapenu Yiynno
g f 22 40 62
% 35,50 64,50 100,00
K f 22 40 62
% 35,50 64,50 100,00
Vigmno: | 44 80 124
) % 35,50 64,50 100,00
x?=0,00 df=1  p=1,00
Tabena 5: VjennaueHOCT rpyrna npeMa ycijexy Ha MHUIUjaTHOM TeCTy
Ipyna N M SD t df p
E 62 16,2900 | 11,4590 0,0001 122,0000 1,0000
K 62 16,2900 | 11,4590 0,0001 122,0000 1,0000

HaxoH n3BpIIEHOT MHUIMjATHOT UCIUTHBAaKka M yjeIHadaBama TpyIa,
HACTAaBHUIIM YKJbYYEHHU y €KCIIEPHMEHT, yIO3HATH Cy ca pe3yiTaThMa Koje Cy
YUYCHUIIM M0jeAMHAYHO OCTBAPHIIM HA WHHIMjaTHOM TECTY, a IOTOM CY UM JaTa
YIyTCTBa 3a peajH3alijy eKCIepHuMeHTaTHOr porpaMa. CyreprcaHo uM je aa
ydeHuIuMa, 0e3 o03upa ja au he OuTH y cTamy Ja camMu Jo)y 0 TadyHOT
pjelema, He 1ajy HUKaKBa YIYTCTBa, U3y3eB 00jalllheha HEMO3HATHX PUjEedH U
€BEHTYAJTHUX CTPYYHHUX H3pa3a.

ExcriepuMeHTaJIHA MPOrpaM IpeCTaB/ba PEeaiu3aliijy MPOjeKTOBaHOT
MoJieNia JIoJaTHE HACTaBe 32 YYEHUKE METOT pa3pesia KOju je KOHCTPYHCaH TaKko
na ucrmranuiy ¥ E u K rpyne pjemasajy ucre 3anatke, pacnopehene y ocam
MHTEpMEIMjaTHUX TECTOBA, C THM Ja McnutaHuiy E rpymne mmajy moryhHoct
kopunihema aupepeHIMpannX HHCTPYKIHja Ha TPH HIUBOA.

Y3 cBakM TECT WCIUTAHUIM 00je rpyre cy JOOWIN onwma ynymcmea
KOja Cce OJIHOCE Ha eTale y II0CTaB/balby M pjelIaBamby apUTMETHYKUX
npobiiema.

Ucnuranum E rpyme noOunu cy nocebra ynymcmea o MOTYHHOCTH
kopumhewa audepeHIMpaHuX HHCTPYKIHMja KoOje Cy, 3a CBaKM 3a1arak,
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MPOjEKTOBAHE HA TPU HUBOA. YUCHUIH J1ajy cge 00 ceHe Na CaMOCTaITHO Johy 10
pjemema mpobieMa, a YKOIMKO HE ycmujy, Tpaxke HWHCTpykiuje. llocmmje
MaXJPHBO MPOYHUTAHOT caapkaja TPBOT HUBOA WHCTPYKIIHMja, HACTaBIba]y
camocTajaH pai. AKO UM TO HHje JJOBOJBHO, Tpaxe IPYyrd, OAHOCHO Tpehu HUBO
WHCTPYKITHja.

Ucnmrannmu K rpyme pjemasajy 3amaTke caMOCTalTHO, IpUApKaBajyhu
CE onumux ynymcmasa.

Pag mo mpojekToBaHOM MOJIENy JOJAaTHE HACTaBe OPraHU30BaH je y
nepuoay ox 1. mo 26. debpyapa 20010. rogune, mapanenHo y obje rpyrme, ca
ocaM 4acoBa paja y CBaKoj O]l BbUX.

[Mocnuje peanuzanuje excrepuMeHTanHor mporpama, 1. mapra 2010.
TOAIMHE W3BPIICHO je (MHATHO HMCIHUTHBABE TECTOM 3HAmba M3 MaTeMaTHKe.
HcnutuBamem cy Omnmu oOyxBaheHM WCTH YYEHUIM KOje CMO OOYyXBaTHIIH
WHHIIMjATHUM WCTIMTUBAkEM, OJHOCHO YYCHHIM KOjU cy moxahamu JoaaTHy
HACTaBy U3 MaTeMaTHKe y eKCIIEPUMEHTAIHO] MM KOHTPOJIHO] TPYITH

2.2. Cmamucmuuxa obpada nooamaxa

JoOujeHn HyMmepWYku mojamm cy cmamucmuyku obdpahenu wa PC
padyHapy, y3 Kopumreme codrBepckor makera SPSS, a y ckmamy ca
NPOjEeKTOBAaHUM IPEIMETOM, LWBEM H 3aJaliiMa HWCTPaXKWBama, Kao M
CaBpEeMEHHM CTaHIapIrMa METOIOJIOTHje MeIarOIKHX HCTPAKHUBAHA.

[lpumujereHn Ccy OHHM CTAaTUCTHUYKH TIOCTYNIM KOJH HAjBHIIE
0JIrOBapajy camMoj MPUPOIU MPUKYIJBCHHUX MOaTaKa;

— %% TeCT Kao Mjepy CTaTHCTHYKE 3HAYajHOCTH pasiuke m3Mely ncrmrannka E n
K rpymne y nornemy nosna, ycrjexa nu3 MaTeMaTHKe ¥ HaJJapEHOCTH;

— t mecm, Kao Mjepy CTaTHCTHUYKE 3HAYajHOCTH Pa3NIUKe U3Mel)y apuTMEeTHUKHX
cpenuHa koje cy ucnuranuny E u K rpyne octBapuim Ha WHHIINjTHOM TECTY,
(MHATHOM TeCTy ¥ MHTEPMEINjaJTHUM TECTOBUMA;

3a 00pagy HyMEpUYKH HEMjEepJbHBHX €JIeMEHaTa BapHjadiie KOPUIITEHA
j€ JECKPUIITUBHA CTATUCTHKA.

3. Pesynimamu ucmpaxicuearsa u ruxoea uHmepnpemayuja

BpujenHocTy CTaTUCTHYKUX TapaMerapa JIOOHjeHUX aHaJlM30M TeCTOBa
3Hawa ((UHATHA TECT, HMHTEPMEAWjaIHH TECTOBH) HMMAjy KBAaHTUTAaTHBHO
o0msbekje U Jajy MOryNHOCT er3akTHe I'eHepalHu3aluje, OAHOCHO (opMHpama
YOIIIITEHOT CyAa O 00pa3oBHUM e(eKTHMa KOje CMO IMOCTHIIH IPUMjEHOM
audepeHIMpaHuX HMHCTPYKIHMja TIpU pjellaBamky apUTMETHYKUX MoJesa
npoOJIeMCKUX 3aaaTaKa.

UctpaxuBame je 00aB/bEHO y3 MPETXOIHO yjeHaYaBame Tpyna npeMa
MOy WCIUTAHWKA, YCIjeXy W3 MaTreMaTHKe Yy TMPBOM MOJYTOJAUIITY,
Ha/IapEHOCTH 33 MaTEeMaTUKy M YCIjeXy Ha MHHULUjaTHOM TecTy 3Hama. CTerneH
yjelHaueHOCTH y TOTally je OMO BeoMa BHCOK jep Cy rpyme Ouje MOTIYHO
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yjenHaueHe y TMOMNIENy YcIjexa W3 MaTeMaTHKe y TPBOM MOJYTOAMIITY,
HaJapeHOCTH 3a MAaTeMaTHKy M ycCIjexa Ha WHHIWjaJHOM TECTy 3Hama, a y
morsiexy mona pasnuka on 0,59 Huje craTMcTHuky 3HadajHa. Ha Taj HaumH
UCKJBYYCHO je JjeioBambe OCTaJNX HECKCIIEPUMEHTATHUX  HE3aBHCHO
MIPOMjeHJFUBUX (haKTOpa KOjU YTHUY Ha Pe3yNTaTe HCTPAKUBAbA.

YTunmaj ekcnepuMeHTalIHe, HE3aBICHE BapHjabie, mpemMa ToMe, OJHOCHO
ce Ha 3aBHCHO IIPOM]jCHJbUBY Ka0 UCTY BEIMYHMHY y 00je TpyIe.

OuHATHUM W HMHTEPMEAWjaIHUM TeCTUpamuMa Cy, y CKIamy ca
MOCTAaBJbEHUM XHWIIOTE3aMa, MjEPeHH pe3yITaTH JjelioBama Au(epeHImpaHux
WHCTPYKIMja Ha ycIjex ucnuTaHnka E rpyme y mopehemy ca pesyiararnma
ucnutanuka K rpyme.

Ha ¢unamHOM TecTy 3Hama KOjU C€ cacTojao Of IIECT apUTMETHUIKUX
mpo0IieMa yYeHHIH Cy MOTIIA OCBOjUTH MakcumaiHo 40 6omoBa, ogaocHo 2.480
0o10Ba cBaka Tpyna y IijelnuHH.

30upnu pesyartatu E u K rpyme y norsieny 6poja u mpoieHTa 0CBOjeHUX
00/10Ba Ha OBOM TECTY MPHUKa3aHU Cy TaOeIoM 6.

Tabena 6: 30MpHU pe3ynTaTH Ha (PUHATHOM TECTY

Ocgojenu 60006u
I'pyna N f %
E 62 1.490 60,08
K 62 495 19,96

Pesynratn jacHo mokasyjy na cy ucnutaHuiu E rpyne y 1jenuHu
OCBOJUJIM TPH IyTa BuUIlle 00J/10Ba o ucnuTanuka K rpyme.

CTaTUCTHYKOM O0paaoM Mojaraka ca (UHAIHOT Mjepema o0ujeHe Cy
BpHjeTHOCTH Koje oMoryhasajy ynopehusame pesynrara E u K rpymne y nornemy
W3HOCA apuTMeTHukux cpeanHa (M), cranmapaaux neswjanuja  (SD), t-
BPHjEIHOCTH U HUBOA 3HAYajHOCTH pa3iuka (p) (Tadena 7).

TaGena 7: Yenjex yuenuka E u K rpyne na ¢punamHom tecty

I'pyna

N

M

SD

t

df

p

E

62

24,0726

10,7050

K

62

7,9839

8,3327

9,338

122

0,0001

Kako cy rpanune 3nauajnocta 1,96 Ha HuBoy 0,05 u 2,58 Ha HUBOY
0,01, u3 tabene ce BuAM 1a je Ha (PUHATHOM TECTY MOCTUTHYTA CTATHCTHYKU
3HayajHa pa3iivka Ha 00a HUBOA, MPELU3HKUje Ha HUBOY 3HadajHocTH p = 0,0001
Yy KOPHUCT EKCIIEpUMEHTAlHE Tpyme jep je nodujena t-spujeanoct 9,338 (df
=122).

Pesynrat craTUcTHMUkKe oOpame momaTtaka ca (QUHAIHOT TecTa Cy
MOKa3alii Jia je TIPUMjeHOM Ju(epeHIIMPaHuX HHCTPYKIMja 3Ha4ajHo ToBehaH
ycIjex y pjelaBamy apuTMETHUYKHX MO/IENa IPOOIEMCKIX 3a/1aTaKa.
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Ha ocHOBy oBe, CTaTHCTMUKM €r3akTHE KOHCTaTaluje, MOXE ce
3aKJBYUUTH Ja Oughepenyuparse UHCMPYKYuja OONPUHOCU — eDUKACHUJO]
NpUMjeHUu CmedeHux 3HarA Yy HOBUM CUMYAYUjama u 6picem U Kearumemnujem
0CnoCco6./6a6ary Y4eHuKad 3a CaMoCcmanto pjeulasarse npooIeMcKux 3a0amakxa.

WHaTepmenujanan TECTOBHU 3HaPka MIPENICTaBIbA]Y IO
EKCIIEPUMEHTATHOT IIPOorpamMa KOju je KOHCTPYHCAH Tako 1a UCHUTaHWIM U E n
K rpyme pjemasajy ucre 3amatke, pacropehene y ocam mozena. CBaku Mozen ce
cacTojao oj 4YeTUpH HpoOiieMcKa 3a/aTKa YHjUM pjelIaBalkeM Cy WCHUTAHULIN
MOTJIM OCBOjUTH MakcHUMaiHO 25 6o10Ba, onHocHO 1.550 6GomoBa cBaka rpymna y
I1j €M HA.

3a pasznuky ox K rpyme, ucnuranunm E rpyne cy y TOKy pjelraBama
umanu moryhHoct kopuithema mudepeHInpaHnX HHCTPYKITHja Ha TPH HUBOA.

Cymapuu pesynraté E u K rpyme, y mormexmy Opoja ¥ mporeHTa
OCBOjeHUX 00/10Ba, HA OCaM MHTEPMEMjaTHUX TECTOBA MPUKA3aHU Cy TaOEIOM
8.

Tabena 8: 30MpHU pe3ynTaTH HA HTEPMEINjaTHUM TECTOBHMA

HH”Z?Z ’/Zed. Ipyna N Ocsojenu 60006u
f %
Mooen 1 E 62 870 56,13
K 62 220 14,19
Mooen 2 E 62 770 49,68
K 62 365 23,55
Mooen 3 E 62 905 58,39
K 62 245 15,81
Mooen 4 E 62 985 63,55
K 62 435 28,06
Mooen 5 E 62 955 61,61
K 62 227,5 14,68
Mooen 6 E 62 952,50 61,45
K 62 590 38,06
Mooen 7 E 62 1.045 67,42
K 62 380 24,52
Mooen 8 E 62 987,5 63,71
K 62 4425 28,55

U3 tabenapHor mnperiena ocBojeHuX 00/10Ba BUIJBHBO je na je E rpyma,
y onHocy Ha K rpyny, nmocturna 3Ha4ajHO 00Jbe pe3ysiTaTe Ha CBUM MOJETUMa
UHTepMeAMjaTHuX TecToBa. Micnuranuiu E rpyme cy HajBuie 60/10Ba OCBOjHIN
Ha MojieTy 7, a HajMame Ha MOJeNly 2, oK cy ucnuTanuim K rpyne HajBuiine
0010Ba OCBOjUIIM Ha MOJENy 0, a HajMamke Ha Mozemy 1.

Ycemjemnocr yyenuka E n K rpyne Ha mHTEpMeaMjalHUM TECTOBUMA
3Hamka yTBpheHa je W M3pauyHaBambeM apUTMETHYKHX CpEeIWHA, CTaHIapIHUX
JeBHjanmja u t-BpujegHocTH (Tabena 9).
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Tabena 9: Yenjex yuenuka E u K rpyne Ha untepmenujaataum
TECTOBUMA

Moder £ gg 1;'504353243 g:ggzg 10,881 | 122 | 0,0001
Moder £ gg 1521234817914 ggggi 5947 | 122 | 0,0001
Moder £ gg 1;55191638 i?;gg 11,736 | 122 | 0,0001
Moder £ gg 17%8186711 ggggg 8202 | 122 | 0,0001
Moder £ 23 135154808372 jggg 15117 | 122 | 0,0001
Moder £ 23 195,'54106312 ‘;:ggig 5553 | 122 | 0,0001
Moder £ 23 166,'1825;08 g:ggig 11,258 | 122 | 0,0001
Moder £ 23 175,'18387711 g:gg?g 8,113 | 122 | 0,0001

Pesynratu jacHo mokasyjy na je E rpyma 3HauajHO HampemoBaia y CBUM
Monennma y omgHocy Ha K rpymy. HuBo 3nadajuoctu p = 0,0001 (df = 122)
jemHaK je 3a cBe TeCTOBe, JOK je t-BpujemHoct HajBeha 3a momen 5 (15,117), a
HajMamba 3a mojen 6 (5,553).

Ha ocHOBy oBakBHX TOJaTaka MOXE C€ 3aKJbYYHTH Ja je KOpHIIherme
mudepennupane nomohu y E rpymu, pesyntupano y 6061 ycIijex.

[Ipema TOME, npojekmosanu mooen Ougepenyuparoa UHCMPYKYUja
oonpunocu noselary ycnjexa y pjewiasary apummemuukux npooiema u
noouszary 006pa306HUX eghekama O00amHe HACMAge MaAmeMamuxKe HA GUULU
HUBO.

3axmyuax

ExcrniepiMeHTamHOM TIpoBjepoM TOTBpheHEe Cy MpeTHoCTaBKe Jia
noHyheHn Mozen HacTtaBe W ydema JONPUHOCH YCIjEIIHUjeM pjelIaBamby
apUTMETHYKHUX TpobieMa, eUKACHUjO] NMPUMjEHU CTEUCHUX 3HAama Y HOBUM
cUTyanyjama, T¢ OpKeM W KBAIMTETHUjEM OCloco0JpaBamky YyUYCHHKA 32
CaMOCTAJIHO pjellaBame apUTMETHYKMX NPOONEeMCKHX 3anaTaka. HaBenmenu
napamMeTpu cy IIOKa3aTeJbd KBaJMTETa OBAaKBOI MPUCTYyNa MaTEeMaTHYKUM
caapKajuMa IeTOr pa3pesia, IITO HABOAM HA 3aKJbydaK Ja je IPOjeKTOBAHM
MO/JIEJl HACTABE U YUeHa BEOMa MOXKeJbaH.
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Yuusepauter y bawoj Jlynu
ApXUTEKTOHCKO-Tpal)eBUHCKH (haKynTeT Crtpy4nH paj

CTABOBU CTYJAEHATA O ITOCTOJEROJ HACTABU
MATEMATUKE HA TEXHUYKUM OGAKVYJITETUMA

Veoo

YBohemeM 00JIOHBCKOT Mpolieca CUTyaluja Ha QakyaTeTuMa y I1Hjelio]
EBponu ce npomujenuna. Mako je 60JIOIBCKH HauMH CTyAHpama npuxBaheH Kao
HEITO IITO C€ MOAPa3yMH]jeBa, UITaK MOCTOje OTIIOPU U IUCKYCHje OKO OBAKBOT
cucreMa obpasoBama (Liessnann, 2008; Ruprecht, 2008; Graf, 2005) (Pympext
2008: 107-118).

BonomCcky HauMH CTyaupama je TNPOMHjEHHO KOMIUIETaH CHUCTEM
JmoTajammer oopaszoBama y bocan u Xeprerosunn, Cpouju, XpBarckoj, Kao Uy
OCTaJIMM 3eMJbaMa y OKpYXewy. Mako je oBaj HaYMH CTyQUpama, 3ajeIHO ca
pa3BojeM TEXHOJIOTHje, JOHHO MHOTO MPEIHOCTH, UCTO TAaKO jé JOHHO M HEKe
HEJIOCTATKe.

Haume, y Bocan n XeplieroBuHu je oBaj HAUWH CTyAWpPakba HAMETHYT
Kao HENITO IITO je 00aBe3HO U IITO ce MoApa3zyMujeBa. MehyTum, oBakaB HaunH
CTyIMpama 3aXTHjeBa OCTBApHBAamE MHOTHX IIPENycliOBa, KOjU MOpajy Outh
UCITylCHU 1a OM OOJOHCKM CHCTEM CTYAWpama YCIjemHO (YHKIHOHUCAO.
Cmarpamo na cy y bocHu u XepleroBMHHM CBU YHHBEP3UTETH YBEJIU HOBU
CUCTEM CTyIHpama, a Jia MPETXOJHO HUCY 00€30UjeiiIu OCHOBHE MPEAyCIIOBE
KOje OBakaB CHCTeM o00pa3oBama 3axTHjeBa, Kao INTO Cy OAroBapajyhm
TEXHUYKH, KaJPOBCKU U TIPOCTOPHH YCIIOBH.

W HakoH HEKOJHMKO TOAHMHA O] yBohema OBOI' CHCTeMa CTyIupama, He
npuMjehyjy ce 3HaYajHMju TIOMald Yy KBaJUTETy oOpaszoBama. Tome je
JIOTIpUHMjeNla W ,,0p3WHA* CTynupama, jep ce yBOhemeM jeIHOCEeMECTPaTHUX
npeaMeTa Opoj npeaMeTa y jeJIHOj TOAUHM CTYy/I1ja 3Ha4ajHo 1noBehao, yriaBHOM
yIyIulao, Ta 1o M3jaBama CTyJeHaTa, OHM HeMajy BpeMeHa Ja HEeKe NpeaMeTe
CHCTeMaTCKU u3y4aBajy. CaMUM THM CTY/AEHTHU Cy IPHCUIBEHHU Ha OpIKH, aJlu HEe
U eUKaCHHUjU NMPHUHIIKI yuera. [loBehao ce u Opoj oHMX CTyjaeHaTa KojuMa je
[IJb CaMo Jia JIOOWjy OljeHy W3 HEKOT MpeMeTa, a He Jla Ta U CTBApHO Hayye U
pasymujy.

Takohe, nu4YHO HHTEpEecOBame CTyJACHATa j€ Mambe HEro paHuje, a
Pallo3HATIOCT U MHTEPECOBAE CY eJIEMEHTH 0e3 KOJHX C€ HHUjeIHO TOAy4aBarbe
He Moxe ycmjerHo u3BoauTh (Pympext 2008: 107-118).

Hluden (1995) objammaBa Kako Cy MCKyCTBa CTyJEHATa Y YYHOHHIH
3HAYajHO IMOBE3aHa Ca 3aMHTEPECOBaHOLINY M Taj MHTEPEC YECTO IMpeiacKasyje
BHUX0Ba JNOCTUrHyha y Maremathnu. AyTOpW, KpO3 WIaHaK, Cyrepuiry naa

“ sandrakos2002@yahoo.com
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KJIacCHYHa HacTaBa MaTeMaTHKE KpO3 y4Yeme JIeKIHja U (QpPOHTATHUM pPagoM
Tpeba na Oyze AOmymeHa ca BUIIEe aKTHBHOCTH M TO aKTUBHPAEM CTy/IeHATa 1a
0m ce moBehano KHUXOBO MHTEpecOBame 3a MaTteMaruky. [lluden cyrepume ma
HACTaBHUIIM MOTY TOYeTH Ja noBehaBajy WHTEepecOoBame yUCHHKA U CTyleHaTa
yBoh)ereM TakBHX aKTHBHOCTH Kao INTO Cy paj y MaluM Tpylama, MpojeKTH
(mpojexTHa HacTaBa), ymoTpeba KOMIjyTepa W TIIOCTaBJbame mpobiema y
KOHTEKCTY peaJIHOT CBHUjeTa.

HckycTBa M3 ApYrux 3eMalba MoKaszajia cy Ja jé MUILUBCHE CTYICHTa
Hen30jexaH eJIEMEHT KaKo Yy MOKa3uBamy TPEHYTHOT CTamba BHCOKOIIKOJICKE
YCTaHOBE TakKO M y MOOOJBIIAKY TOT CTarma. 3aKOHOM O BHCOKOM 00pa3zoBamy
npBu myT ce y Cpbuju jacHO neduHHUIIE 1A ce y TIOCTYNKY MPOBjepe KBAINTETa
CaMOCTaJTHE BHCOKOIIKOJICKE YCTaHOBE M BHCOKOIIKOJICKE jEMHHIE Y HCHOM
cacTtaBy y3uMa y 003up ¥ MUNUbebe cTyaeHara (bypumuh, Koctuh 2008).

Vsopax u opeanuzayuja ucmpasicusarsa

VY toky mkosicke 2009/2010. roanHe W3BPLICHO je jeTHO HCTPaKUBAHE
(McrimTHBamE) pe3ynraTa HMCXoJa yuemha MaTeMaTHKe Ha TEXHUYKHM
¢dakynretuma. OBUM HCTpakWBameM oO0yxBaheHO je ykymHO 236 crymeHaTa
Ipyre roauHe rpaheBUHCKOL, EJIEKTPOTEXHWYKOI M MAIIWHCKOI CTyAMja ca
YeTUPH yHUBEpP3UTETa Y bocHU U Xepuerosunu.

[use ucTpakuBama je OWia aHajaM3a CTama y ydemhy MaTeMaTHKe Ha
TEXHUYKUM (aKyITeTUMa, IOCMATPaHO KPO3 MPUMjepe EKCTpEeMallHUX 3a/1aTaKa,
Te cariiefiaBatbe MOTYNHOCTH YCaBpIIaBamkba W METOAWYKOT OIUIeMEHhHBabha
TPaJUIMOHATHOT TIPUCTYIIa HACTABH MaTeMaTHKe.

Hctpaxusame je ypalhleHo moMohy TecTa 3Hama Koju ce cacrojao ox 10
eKCTpeMallHUX 3ajlaTaka U To 6 13 MareMaTHke, 2 u3 Qusnke u 2 U3 M0jeANHUX
CTPYYHHUX MpEAMETa, a YKYyIaH yCIjex y pjeliaBamy je u3nocuo oko 30% 3a cBa
TpH cTyaujcka mpoduia. Ha ocHOBy moOujeHux pesynraTta W3BeJleH je cibenehn
3aKkibydak: Keanumem 3Harea u3 mamemamuukux caopoicaja npeosuheHux
HACMABHUM NIAHOBUMA U NPOSPAMUMA HA MEXHUYKUM akyimemuma je
He3a0080masajyhiu. Y kearumem suarba yaase, usmely ocmanoe, yCc8ojeHOCH
nojmosa, penayuje mehy nojmMoeuMAa, MPAjHOCM 3HAFA, NPUMJEHDUBOCTT Y
opyaum 061acmuma u cIudHo.

JloOujeHn pe3ynrar je MOTBPAMO pe3yiTare M 3aK/bydke Koje Cy Y
CBOjUM HcTpaxkuBamuMa podune Cannpa bputon Ha YHusepsurery y Cughejy
(bputon 2006) nu Cnahana Jakumosuk Ha Ilegaromkom ¢akynrery y Ckomby
(JakumoBuk 2011).

VY3 TecT 3HaWma CTYACHTHMA je 1aTa U jeHa aHKeTa Koja Ce cacTojalia of
10 akTyenmHMX NHTama BE3aHMX 3a MocTojely HacTaBy MaTeMaTHKE Ha
TEXHUYKHM (pakylTeTHMa Kpo3 KOjy CMO Ca3HalW W aHAIW3HUPAIN CTaBOBE
CTyJIeHaTa O HACTaBU MaTeMaTHKe Ha TeXHWUYKUM (akynrernma y bocHu mn
Xepuerosuau. Ha cBako mnwurame mnonyheno je uetupu oxrosopa: A,
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Cmasoeu cmyoenama o nocmojehoj
HACMABU MAMEMAMUKE HA MEeXHUYKUM (DAKYImemuma

JJEJIMMUYHO, HE 3HAM, HE, a crtymentu cy Tpebano 1Ia OIroBope
3a0KPYKHBAEM jeTHOT Off MoHyheHnx oarosopa. AHKeTa je Oria aHOHMMHA.

Ha cBuM dakynTeTnMa Ha KOjuMa j€ BPIIEHO TECTHPAhE U aHKETHPAHE
VIJIaBHOM C€, Ca MaJIMM OJICTyNamuMa, IJIAHOBH M TPOTrpaMu MaTeMaTHKe
nonynapajy. Taxohe u ympensuhennm (onmoBuMa "acoBa MaTeMaTHKE HEMa
3HA4YajHUJUX OJICTYIIAkA.

Cratuctuuka oOpana pesynara ypahena je npuMjeHom nporpama SPSS
(Statistical Package for Social Sciences).

300r makine aHamu3e pe3yJTaTra OATOBOPH Cy OO/IOBaHHM Ha cibenehn
HAYWH:

HE=1, HE 3HAM=2, JJEJIMMHWYHO=3 , JIA=4.

Tabena 1: CtpykTypa y30pKa nmpema npouiny cTyauja

Daxyrmem bpoj cmyoenama | %
I'paheBuncku pakyarer | 73 30,93
EnexrporexHnuku 82 34,74
(dhakynrer

MammuHcku dakyaTer 81 34,32
YKVYITHO: 236 100%

Pe3yﬂmamu u anaiusza

ANKUP
Cra.
rpenika
Apurm. |aputMm. |CT. Koed.
CTYaUJ [N |cpenuna|cp. neBujauyja|Bapujaurje| MuH. [ Makc. [ Menujana

I'paheBuna |73 |29.9315(.42260 (3.61067 |13.037 19.00{36.00 |30.0000

Enexrpotex.|82 |29.5854 |.43622 (3.95016 |15.604 21.00(39.00 (30.0000

MammncTBO |81 |29.6667 |.47661 |4.28952  |18.400 20.00(38.00 (30.0000

YkynHo: 236|29.7203|.25758 |3.95697  (15.658 19.00{39.00 |30.0000

P €3YyJITaTh aHKCTC — ACCKPUTIITUBHA CTATUCTUKA

IIpBO aHKETHO NUTamE:
1. Jla a1 cre 3aJ0BOJBHM CBOjUM paHHUje CTEYCHHM 3HAIHEM W3
MaTeMaTHKE Tj. 3HAlEM KOje CTe JOOHIN y CPeath0j KON ?
OBUM TIHTaKEM CMO KEJBEJH JIa Ca3HAMO IITa CTYJIEHTH MHUCIE O CBOM
paHHje CTEUCHOM 3Hamy Tj. Npel3HABY U3 CpPEelbe IIKOJIE M KOJHKO CY
00jeKTHBHH Y TPOLjEHH BIACTUTOT 3HaHA.
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60.00% -

50.00%

oAnroeBoPU HA NUTAKE BP.1

51.30%

40.00%

20.00% 28.80%
2000% 18.60%
10.00%
1.30%
0.00% .
DA HE OJENUMWYHO  HE3HAM
I'pacduxon 1

Test Statistics®P

ANK1
Chi-Square .815
df 2
Asy mp. Sig. .665

a. Kruskal Wallis Test
b. Grouping Variable: STUDIJ

Test StatisticsP

ANK2
Chi-Square 8.433
df 2
Asy mp. Sig. .015

a. Kruskal Wallis Test
b. Grouping Variable: STUDIJ

Tabemna 2

2. la nm cre 3aJ0BOJbHM HACTABHHUM IPOLECOM Tj. OpPraHU3aLMjoOM

Tabena 3

HACTaBe MaTeMaTHKe Ha (akynTeTy (YOIIITeHO)?

oaroeoPu HA NUTAHE BP.2
60.00%
50.00% 48.70%
40.00% 37.30%
30,00%
20,00%

12.70%
10.00%
1.30%
0.00% _ . >
DA HE OJENNUMWUYHO HE 3HAM
I'padukon 2

Haxne, najpume crynenara, 48,7% (115) je oarosopmio ca JIA, a
37,3% (88) je omrosopuio JJEJIMMUYHO, na MoxeMO 3aKk/byuuTH Jia CY

CTYACHTHU MMOJIOBUYHO 3a/I0BOJbHM HACTAaBHUM IIPOLICCOM Ha (I)aKyHTeTI/IMa.
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Kruskal Wallis -oB Tect, Ha HuBOY 3HauajHoctu 0.05, je mokasao ma
HEMa CTaTUCTHYKU 3Ha4ajHe pa3nuke m3Mmel)y rpyma Tj. cTynujckux mpoduna y
OJIrOBOpHMA Ha MPBO NHTame (Tad. 2), a Aa Ta pas3iuKa MOCTOjU Y OJrOBOpUMA
Ha nutame O0poj 2 (tab. 3). Jomataum Mann-Whitney U tectom Ta pasiuka je

yTBpheHa uzmel)y cryneHnarta rpal)eBuHe u eeKTPOTEXHHKE.

3. da mu cmarpare Aa wMaTe (WIM CTe HWMajH) IPEBUIIE YacoBa
MaTeMaTHKe y IPBOj U APYTOj TOIUHH CTyAMja?

80.00%  _ 75.40%

70.00%

OAroBoPU HA NMUTAKE BPR.3

60.00%

50.00%

40.00%

30.00%

20.00%

15 .70%

10.00%

0.00%

0.80%

8.10%

HE

I'paduxon 3

HE 3HAM

AJENUMMUYHO

Test Statistics®P

ANK3

Chi-Square
df
Asy mp. Sig.

.005
2
.997

a. Kruskal Wallis Test
b. Grouping Variable: STUDIJ

Tabemna 4

Kruskal-Wallis Tect (1ab. 4), Ha nuBoy 3uauajuoctu 0.05, je mokaszao aa
HE IOCTOjH CTaTHCTHYKM 3HayajHa pas3iuka u3Mmely rpyna Tj. CTYIHjCKHX
npoduia y oroBopuMa Ha aHKETHO IHTame Opoj 3.
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4. Mucnute 1M Aa je TporpaM MaTeMaTHUKe IpeBHIle oOWMaH u
3aXTjeBaH 3a CaBJaIaBame y MpenBrul)eHOM BPEMEHCKOM POKY?

oAroBorPU HA NUTAHE BP.4
oo 36.90% 36.40%
35.00%
30.00% 55 80%
25.00%
20.00%
15.00%
10.00%
o 0.80%
0.00% . . . |
HE HE 3HAM OJENMMWYHO OA
I'padukon 4
OaroBopu Ha NuTake 6p.4 — no npoduny cryauja
50.00%
4000% J
000% | @ paf) eBnHg
B EnekTpo.
2000% 4
0O MawuHcT,
10.00%
0.00%
HE HE3HAM |[OJENUMWYHO DA
o pafjesnHa 41.00% 1.30% 33.30% 24 .40%
m EnexTpo. 13.40% 1.20% 42.70% 42.70%
O MawnHeT 23.70% 0.00% 34.20% 42.10%
I'padukon 5

Test Statistics®P

ANK4
Chi-Square 14.482
df 2
Asy mp. Sig. .001

a. Kruskal Wallis Test

b. Grouping Variable: STUDIJ

Tabena 5
U3 rpapukona 4 u 5 BuUAMMO Ja ce OJIOTOBOPH HAa OBO IUTame

pa3NuKyjy OJl OJArOBOpa Ha TPETXOJHO MUTame. Jlakie, nako cy y BEITUKOM
MOCTOTKY CTYAEHTH OJIOTOBOPWJIM Jla HE CMaTpajy Aa MMajy MpEBHUIIE YacoBa
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MaTeMaTHKe, UIMaK U3 MPETXOAHMUX IpadHrKoHa 3aKJbydyjeMO Jja UM je Tporpam
MaTeMaTHKe TpeBUIe OOMMaH W 3aXTjeBaH 3a CaBIaJaBame y TNpeaBHleHOM
BPEMEHCKOM POKY.

Kruskal-Wallis-oB Tect (Tad. 5), Ha HHUBOY 3HauajHocTH 0.05, je MoKa3ao
Jla TIOCTOjW CTAaTUCTHYKM 3Ha4yajHa pasziauka u3Mely Tpyma Tj. CTYOHjCKHX
npodnia y OAroBOpruMa Ha aHKETHO MHTamke Opoj 4.

Beh u3 rpajpukona 5 ce Buam na cTyaeHTH rpaljeBHHE OJCKaudy y
OJIOTOBOpMMA Ha OBO MHTame, y OJOHOCY Ha CTYJCHTE EJIEKTPOTEXHHMKE U
MAIlMHCTBA, HAPOUHUTO y MOCTOTKY ofarosopa HE. OBo cMmo motBpammu u Mann-
Whitney U Tecrom.

Cipeneha mmrama hemo aHamm3uwpaTH 3ajenHo, jep cy MehycoOHO
HOBE3aHa:

5. Mucnure nu na Ou Tpebajo Ha YacOBUMa MATEMATHUKE BHIIIC
MOKa3aTH, Ha MPUMjeprMa, IPUMjeHy HEKHX 00JacTH MaTeMaThuke y
CTPYYHHUM TpeMeTHMa?

6. Cmatpare 1 jga OM UCIymhaBamkeM 3axTjeBa MO 5 HacTaBa
MaTeMaTHKe CTyICHTHMa OWlia 3aHMMJbHBHja W TIPUXBATJbHBHja 3a
caBJlaJaBame MporpamMa MaTeMaTHKe Ha (GakynTeTnma?

oaAroeoPU HA NMUTAHKA BP.5 U BP.6

80.00%
70.00%

60.00%
50.00%
40.00%
30.00%

gmTases

.nnmﬁ

20.00%

10.00% T
0.00% [ |_-

HE HE3HAM | QJENWMMWYHO OA
olMuTames 9.30% 6.40% 15.70% 68.60%
mluTares 6.40% 9.70% 16.50% 67.40%
I'padukon 6

CryneHtn cBa TpH CTyAMjcka mpodwmia y Hajehem mocToTKy
OJIOTOBOPWJIM Cy IO3UTUBHO Ha 00a MUTamka U HEMa CTAaTHCTHYKU 3HAa4YajHEe
pasiuke u3Mel)y pasauMuuTHX CTYIUjCKUX Ipoduia y OJAroBoprMa Ha OBa
MUTamkA.
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7. Jla i1 BaM je CTEUCHO 3HAKE M3 MATEMATHYKUX MPEAMETa OMOTJIO U
KOPHCTHIIO y CaBJaaBamy CajipKaja U3 CTPYIHUX IpeaMeTa?

OAroBOPU HA NUTAHKE BF.7
50.00%
50.00%
40.00%
30.00%
20.00%

10.00%

0.00%

HE HE 3HAM OJENUMWUYHO OA

I'pacdukon 7

Oarosopu Ha NUTawe 6p.7— no npocuny crygmja
80.00%

60.00%

o MpafhesuHa
m Enextpo.
O MawmuHET.

40.00%

20.00%

0.00%

HE HE 3HAM AJENWUMWUYHO| [OA
[Brpanesuns  5.10% 2.60% 42.30% 50.00%
[mEneiapo. 2.40% 0.00% 36.60% 61.00%
[oMawmkcr 14.50% 3.90% 27.60% 53.90%

I'pacdukon 8
Kruskal-Wallis-oB Tect, na HuBoy 3HadajHoctu 0.05, je mokaszao jaa He

MMOCTOjHM CTATHCTHYKHW 3Ha4ajHa pa3nuka uzmely rpyma 1j. ctyamjckux npodua
y OArOBOpUMa Ha aHKETHO MUTame O6poj 7.
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8. lla u OucTe BoJbenn (3KEJHEIH) Jla Ce YBEAE CaBPEMEHHUjU TPHUCTYII
HACTaBM MAaTEMAaTHKE Kao HIP. Ja Ce jelaH JHO HACTaBe MOCBETH
caBJaaBamy KOPHINTCHA HEKOT MaTeMaTH4kor codreepa (Kao HIp.
Matlab unu Maple), Te ma ce Heku caapxkaju obOpalyjy ynpaBo

nomMohy pauyHnapa?
OAroBOPU HA NUTAHE BP.8
60.00%
54.70%

50.00%

40.00%

30.00%

20.00% 17 40% 20.30%

10.00% 7 B0%

0.00%

HE HE 3HAM OJENUMUYHO OA
I'pacdukon 9

Oaroeopu Ha NUTakse 6p.8 — no npocdhuny cryamja

8000%

60.00%
@ Mpahesuna
40.00% B EnexTpo
O MawmHeT
0.00% h_‘ |_|_]_|
HE HE 3HAM [OJENWMWYHO A
ol pafhesnHg 34.60% 14.10% 14.10% 37.20%
mEnektpo. 11.00% 1.20% 29.30% 58.50%
O MaWKHCT. 6.60% 7.90% 17.10% 68.40%

I'paduxon 10

Test Statistics®”

ANKS8
Chi-Square 23.849
df 2
Asymp. Sig. -000|

a. Kruskal Wallis Test

b. Grouping Variable: STUDIJ

Tabena 6

U3 rpadukona 9 u 10 Buau ce na mocroje pasivke y OArOBOPHMA Ha
oBo nurtame. Beh u3 rpadukona 10 Buaumo 1a ce Ta pasnuka nokasyje usmehy
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cTyneHaTta rpaljeBHHe W ocTanux cTyaeHara. [la je Ta pa3nmka CTaTHCTHYKH
3HayYajHa, Ha HUBOY 3Ha4ajHocTH 0.05, yrBpauo je Kruskal-Wallis-oB tect (Tab.
6).

Honatan  Mann-Whitney U TecTtoBM Ccy TOTBPAWIN CTaTUCTUYKU
3Ha4YajHy pa3luKy y OATOBOpMMa W TO u3Mel)y crymeHata rpaljeBuHe ca
CTyIICHTHMa JIpyTa JBa npodua.

Cmarpamo Jia mojaBa CTaTHCTHYKH 3HAYajHE pas3lIMKe y OATOBOPHMA Ha
OBO NHTame n3Mely, ca jeaHe cTpane, cTyaeHara rpajeBHHCKOT dakynrera, a ca
Jpyre CTpaHe eNEKTPOTEeXHWYKOT W MAIIMHCKOT (aKylITeTa, HE MOKE HMAaTH
YBPCTE OCHOBE y 3aKOHHTOCTH, HETO j€ IOCJeIHNA CIIyYajHUX OKOJHOCTH
OJJHOCHO caMor U360pa y30pKa.

9. Muciure nu nga je yBoheme bomomcKor mporeca JONMPUHU]ETI0
KBJIMTCTHUJEM HA4YMHY CTyaupama (y cMHCIy 00Jbe OpraHu3aiuje
HaCTaBe, JaKIIer U 00JbET CTUIlaha 3Haka U CJ1)?

oaAroBorPM HA NUTAHE BP.9

50.00% - 46.20%
45.00%
40.00%
35.00%
30.00% 28.40%
25.00%
20.00% 17-40%
15.00%
10.00% 2 10%

5.00% 4’_|7

0.00% : : :

HE HE 3HAM AJEAVIMUYHO nA

I'pacdukon 11

OagroBopu Ha NUTawe 6p.9 — no npoduny cryamja

80.0%

60.0%
@ MpafieeuHa
400% | | m EnexTpo.
O M awmuHCT.
200% 1 ‘:i—l_
0.0% l:i_l |
HE HE 3HAM |OJENTUMWYHQO OA
@l pafeBnHa 59.0% 5.1% 25.6% 10.3%
mEnekTpo.. 35.4% 7.3% 39.0% 18.3%
O MalKHCT, 44.7% 11.8% 19.7% 23.7%

I'paduxon 12
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U3 rpadukona 11 Beh ce BuaM ga cy CTyAEHTH Jalld HajBHILE OATrOBOpPA
HE na oBo mwurame, 46,2%, a u3 rpadukona 12 na ce oaroBOopw M Ha OBO
NHUTakbe PasiuKyjy mo mpoduiay cryauja. OBo Ham je motBpamo u Kruskal-
Wallis-oB Tect (Ta0. 7).

Haxuagaum Mann-Whitney U tecTom cTaTUCTHYKK 3HAYajHA pas3iinKa y
ONrOBOpPHMa Ha OBO THTame je yTrBpheHa m3mel)y crynemara rpaheBune u
MAaIIMHCTBA, Kao 1 u3Mel)y cTyeHTa rpaljeBUHE U €1eKTPOTEXHHKE.

Test Statistics®®

ANK9
Chi-Square 0.849
df 2
Asymp. Sig. .007

a. Kruskal Wallis Test
b. Grouping Variable: STUDIJ

TabGema 7

10. [la 1 MucnuTe WM CMaTpaTe Jla BaM MaTeMaTHKa, Koja ce mpenaje
Ha TEXHWYKUM (aKyJITeTUMa, Y TOM OOMMYy HHje TIOTpeOHa U Ja Ju
CTE ce YeCTO MUTANH: ,,A, mTa he HaM cBe OBO M 4eMy TO CITyXu?*

oaroBorPu HA NUTAHKE BP.10

4500% -
40.00% 38.10%
35.00% 33-40%
S 25.00%
25.00% <
20.00%
15.00%
10.00%

500% 3.80%

0.00% : | : :

HE HE 3HAM OJENUMMWYHO OA

I'paduxon 13
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Oarosopu Ha NuTakwe 6p.10 — no npocuny cryamja
50.0%
400%
300% | o[ pafieeuHal
mEnexTpo..
200% 4
OMawWwmHET.
10.0% <
0.0% 1
HE HE3HAM QJENUMWYHO| [OA
[arpanesnsp  44.9% 5.1% 20.5% 29.5%
[mEnextpo. | 24.4% 2.4% 35.4% 37.8%
[oMawwncr 30.3% 3.9% 18.4% 47 4%

I'pacduxon 14

N3 rpadukona 13 3akpydyjemo na je Opoj omorosopa JA u HE
MpUIUYHO yjenHaueH. W3 rpaduxona 14 Bunum ce na cy HajBuiie ogoroopa JA
JIaJv CTYJICHTH MAallIMHCTBA, a HajMame rpaljeBrHe.

Test Statistics®

ANK10
Chi-Square |6.992
df 2
Asymp. Sig. .030

a. Kruskal Wallis Test
b. Grouping Variable: STUDIJ

Tabena 8

Kruskal Wallis tect (tab. 8) je moka3ao CTaTUCTHYKH 3HAYajHY Pa3IuKy
y oxaroBopuma wu3mel)y rpyma, Ha HuBoy 3HayajHoctd 0.05 (acummnToTCKa
3navajaoct=0.03<0.05), a momohy Mann — Whitney U tecta cmo Ty pasiuky
yTBpAWIN u3Mely cTyneHaTa rpaljeBHHE W €JIEKTPOTEXHHKE, Kao W m3Mely
cTyaeHara rpaljeBHHE U MAlIMHCTBA.

Saxwyuyu
3axmyuax 1: Ynopehyjyhu pe3yarate oBe aHKETE ca pe3yJiTaTUMa Koje
cMO 100WIIM IyTeM TecTa 3Hama youaBa ce 3HauajHa HeycarmameHocT. Haume,

TOIITO j€ YCIjELIHOCT pjelliaBama TecTa 3Hamba u3Hocuia oko 30% 3a cBa Tpu
npoduna cryauja, a oko 50% aHKETHpaHHWX CTyJeHATa H3pakaBa MO3UTHBHO
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MUIJBEEHE O HACTAaBHOM MPOLECY M3 MaTeMaThke Ha (akylTeTMMa M CBOJUM
3HaKkEM CTEUCHHUM Yy CPEAH0] LIKOJIH.

3axmyuax 2: Ca CcTaHOBWINTA TEHJACHIMja 32 CMamemeM o0mMa
MaTeMaTHYKUX cajpaja y HacTaBU Ha TEXHUYKHUM  (aKylITeTHUMa,
Bepu(UKOBaHN BEhWHCKM CTaB CTyAeHara yka3yje Ja Cy OHH, carienaBajyhum
YKyIIHE HacTaBHE cajap)kaje y TpBE ABHje TOIWHE CTy[Hja, CXBATHIN Na CY
HACTaBHU caJp)kKaju U3 MaTeMaTuKe HEONXOIHH, HE CaMO y pa3BHjamby JIOTHUKOT
MUILJBEHA, HETO U Y OIMIITEM TEXHUYKOM, CTPYYHOM M HAYYHOM yCaBpILIaBamby.

3akmyuax 3: Oxo 70% aHKETHpAaHWX CTyAEHAaTa OATOBOPHIO je Ha
yetBpTO nuTame ca JJA u JJEJIUMMUYHO. OBaj pe3ynrar jacHO yKazyje ga ou
HAacTaBHE CaJpXaje MaTeMaTHKEe CTyAEHTHMa TpeOajio Mpe3eHTOBaTH KPo3 TpU
WIH YEeTUPH CeMecTpa, ITO OM CTyJeHTHMa OMOTYyhmio na TeMeJbHHje
MIPHUCTYTIA]y THM CaAp KajuMa U J1a X KBaJUTETHH]E YCBajajy.

3axmwyuax 4: HacraBHe canpikaje MaTeMaTuke TpeOa WHOBHUPATH H
000TaTUTH TOTJIaBJEUMA KOja C€ OJOHOCE Ha MPHUMjEHY MaTeMaTUKe y CTPYIIH.
Tume OrcMO MOTHBHCAIM CTYICHTE J1a TIOTITYHHj€ YCBajajy MaTeMaTHIKa 3HAmba
M youaBajy HEONXOJHE penaruje u3Mel)y THX 3Hamba M 3HaWa y (QU3HIH U
CTpYLH.

3axmwyuax 5: Wako Ccy pe3yiATaTd TecTa 3HaWka MOKA3alId HEAOBOJbHY
YCIIjeIHOCT y pjellaBarky eKCTPEMAIHUX 33/IaTaka KOju Ce M0jaBibyjy y hu3unu
U CTPYYHHM TpeJIMETHMA, CTYACHTH y BEJIWKOM IOCTOTKY CMAaTpajy Aa UM je
CTCUCHO 3HAKE W3 MAaTEMAaTUKE KOPHUCTHIO WM [IjeTUMUYHO KOPHUCTHIIO Y
caBlajaBamy caapxkaja u3 crpyunux mpeamera. (55,10% oarosopa A u
35,60% oarosopa JJEJJMMMWYHO).

3axwyuax 6: CaBpeMeHHjH MIPUCTYI HACTABU MaTeMaTHKe, y3 yHoTpeoy
padyyHapa ¥ CaBpeMEHHMX MaTeMaTHYKHX IporpamMa Ou gonpuHuo Behoj
MOTOBAIIH]H 32 YUCHE MAaTEMaTHKE U 00Jb0] TPAJHOCTH U MPUMjEHH HAyUEHOT.

3axwyuax 7: bin3y noloBUHE aHKETHPAHUX j€ J1ajl0 HETraTUBaH OJAT0OBOP
Ha mmtake Op. 9. Kama ce TomMe moma Opoj OHMX KOjU Cy C€ W3jaCHHIU Y
kareropmju JJEJIMMUYHO, mpeko 75% aHKeTUpaHUX HHj€ 3al0BOJHHO
KBAJIMTETOM M HAYMHOM TOcTOjehux cTyauja.

OBaj craB cTylgeHaTa cCMaTpamMO IPHUPOAHHUM, jep CTPOrH OOJOHCKH
KpUTEPH)yMH HUCY rporipahenu onrosapajyhum MaTepHjaTHAM,
OpraHu3allMOHUM, TPOCTOPHUM M KaJPOBCKHUM IPETIOCTaBKaMa Ha HalIUM
jaBHUM BHCOKOIIKOJICKHM YCTaHOBaMa.

3axkmyuax §8: HacraBHMIM Ha TNpBUM [pelaBalkbUMa HEJOBOJHHO
MHQOPMHUIILY CTYJICHTE O 3Ha4ajy cajpKaja Koje JOTUYHH MPeIMET HOCH y cebu,
ald W HEONXOJHY TIOBe3aHOCT wu3Mmel)y cajapkaja pasIuuUTHX TIpeIMeETa.
Hctruemo fa cy OBO €JIEMEHTH CBaKOr IJIaHa M Iporpama Kako MaTeMaTHYKUX
npeaMeTa, Tako U CBUX APYTHX M CTYACHTH MOpajy OWTH yIo3HaTH ca BbUMa.
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MODEL PROBLEMSKOG PRISTUPA
MODELOVANJU NASTAVNOG CASA

1. Uvod

Obrazovanje se danas smatra jednim od najvaznijih svjetskih problema i
u njemu se traze rjeSenja buducnosti drustva koje treba biti bolje i humanije.
Gledaju¢i daleko u proslost, pa sve do sada, smatralo se da je najbolji nacin
savladavanja matematickih sadrzaja kroz poucavanje i vjezbu, a cilj je bio
nauditi ih napamet. Kriti¢ari tradicionalnog pristupa ucenju predlagali su nove
reforme koje se prvenstveno odnose na ulogu u¢enika u nastavnom procesu gdje
nastavnici trebaju ucenike podupirati u otkrivanju i razumijevanju veza medu
razli¢itim zadacima. Znanja steCena tradicionalnim nadinom poucavanja nisu
adaptivna, vecina ucenika ne znaju kako da ve¢ postoje¢a znanja povezu sa
novim znanjima, odnosno znaju kako da rijese zadatak, ali ne i zasto je to tako.
UcCenje rjesavanjem problemskih zadataka omogucuje ucenicima da razviju
sposobnost da vide cijelu sliku i pri tome uocavaju vazne elemente i razumiju
medusobne odnose u onome $to uce.

2. Odredenje pojma problemske nastave

Rije¢ problem je grckog porijekla i njom se oznacava teSko pitanje,
okolnost koja izaziva nedoumicu, sumnju i brigu. Problem nastaje onda kada
pojedinac naide na odredenu prepreku, a do cilja moze do¢i jedino ako pronade
put za savladavanjem tog problema. Prethodna iskustva i znanja se primjenjuju
na nove uslove, §to dovodi do budenja mnogih intelektualnih operacija i procesa.

Pod problemskim u¢enjem u nastavi ne misli se na rjeSavanje problema
uopce, nego na one vidove ucenja i poucavanja u kojima centralno mjesto
zauzima rjeSavanje problema kao moguca varijanta i organizacija nastave. Izbor
sadrzaja, postupci i tehnike planiranja i programiranja, organizacija, realizacija i
verifikacija, usmjereni su ka rjeSavanju problema. Ucenici se suocavaju sa
stvarnim logi¢ko-gnoseoloskim i psiholoskim teskocama nastave i tragaju za
rjeSenjima (Muminovi¢ 1998: 16).

U pedagosko-psiholoskoj, didakti¢ko-metodi¢koj, matematickoj 1 drugoj
literaturi uz rije¢ problem se javljaju mnogobrojni termini: problemska nastava,
rjeSavanje problemskih zadataka, uCenje rjeSavanjem problemskih zadataka,
problem-metoda, problemsko izlaganje i slicno. Ucenje rjeSavanjem
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problemskih zadataka je jedan od savremenijih pristupa ucenju u nastavi
(Kadum 2005: 49).

Problemska nastava se u mnogim teorijama ucenja i nastave dvadesetog
vijeka isti¢e kao poseban didakticki sistem, koji svojom kvalitetom doprinosi
razvoju sposobnosti kretivnog razmisljanja, samostalnog misljenja, a S§to
odgovara zahtjevima savremenog drustva. Ovaj cilj ¢e biti ispunjen kada ucenik
formira pravilne navike miSljenja, odnosno kada se obuci za refleksivno
misljenje koje ima pet etapa: prijedlozi za neko rjeSenje, razjasnjavanje sustine
problema, koristenje hipoteza, razmisljanje o rezultatima primjene odabrane
hipoteze, testiranje odabrane hipoteze imaginativhom akcijom (Kadum 2005:
53).

Ucenikovu Zelju da otkriva, saznaje, istrazuje, primjecuje, mora da prati
obrazovno dobro kojim se budi i odrZzava ova potreba, a nastava matematike je
odli¢an nacin da se to ostvari. Upravo zbog toga u Skolskoj edukaciji treba dati
primat problemskoj nastavi, jer takva nastav prati ljudsku prirodu, ¢ovjekovu
potrebu za saznavanjem, njegovu znatizelju i radoznalost. Ova nastava ne
iskljucuje nijedan drugi organizacioni oblik nastavnog rada, pa je njen primat
sasvim logiCan i opravdan.

3. Oblikovanje ¢asa u problemskoj nastavi

Aktivno uklju¢ivanje ucenika u proces sticanja znanja jedan je od
najvaznijih faktora usvajanja matematickih znanja. Na nastavniku je velika
odgovornost, jer on je taj koji treba da odabere odgovarajué¢e oblike rada,
nastavne metode i sadrzaje kako bi u ucionici stvorio atmosferu za uéenje koja
na ucenika djeluje poticajno i usmjerivacki. U¢enik nove pojmove, Cinjenice,
informacije i koncepte mora samostalno otkrivati, jer tako stecena znanja su
kvalitetnija i trajnija.

Mnogi su se pedagozi, psiholozi, didakti¢ari i metodicari, kritikujuci
tradicionalni naéin poucavanja, bavili fenomenom problemske nastave. Prvi
znacajan eksperiment na podrucju bivse Jugoslavije u razrednoj nastavi izveo je
dr Radisav Nickovi¢ (1998: 67), koji je svojim istrazivanjem ucenje rjeSavanjem
problemskih zadataka obogatio novim spoznajama. On istice Sest etapa u
rjeSavanju problemskog zadatka, koje su se u ovom radu uzele kao model
pomocu kojeg se vrsi organizacija nastavnog ¢asa. To su:

— problemska situacija,

— definisanje problema,

— izbor hipoteza,

— verifikovanje hipoteza, odnosno rjesenje problema,

— izvodenje generalizacije i analiza rezultata,

— provjera rezultata.

Naravno, postavljena shema ne moze se shvatiti isuviSe kruto, jer
struktura ¢asa problemske nastave zavisi od uzrasta uCenika, prirode nastavne
jedinice, naviknutosti u¢enika na taj na¢in rada, njihove motivisanosti.
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U toku ucenja primjenom rjeSavanja problemskih zadataka zastupljeni
su sljede¢i nivoi procesa kreativhog misljenja, koji se odvijaju paralelno sa
etapama rjesavanja problemskih zadataka (Kadum 2005: 50-51):

— nivo preparacije,

— nivo inkubacije,

— nivo iluminacije,

— nivo verifikacije.

Ucenici sada postaju istrazivaci, koji neprestano istrazuju i otkrivaju, pa
SuU U ovom procesu sticanja znanja zastupljeni svi oblici misaone aktivnosti. 1z
navedenog slijedi da je problemska nastava savremen, vi$i didaktic¢ki sistem, $to
implicira da je on i nastavnicima i ucenicima tezi od drugih didaktickih sistema.
Za uspjeSnu primjenu problemske nastave bitna pretpostavka je dobra
osposobljenost nastavnika u strutnom i metodickom pogledu, kao i
osposobljenost uéenika za umni rad.

U ovom radu dat je problemski pristup primjera obrade nastavne
jedinice iz trigonometrije pod nazivom Definicije trigonometrijskih funkcija u
pravouglom trouglu. Osnovni ciljevi ¢asa su:

Obrazovni cilj:

UcCenici trebaju uocCiti i shvatiti pravila izracunavanja vrijednosti
trigonometrijskih funkcija u pravouglom trouglu i njihovu medusobnu
povezanost, te primijeniti nauc¢ene definicije u prakticnim zadacima i novim
problemskim situacijama.

Funkcionalni cilj:

Problemskim zadacima i postupcima pridonijeti razvijanju kritickog
misljenja, kao i logickog zakljuCivanja i utvrdivanja uzroCne povezanosti
podataka.

Odgojni cilj:

Razvijati kod ucenika radoznalost i istrazivacki duh. Izazvati osjecaj
zadovoljstva uspjesnim rjeSenjem postavljenog problemskog zadatka.

| Stvaranje problemske situacije

Cilj nastavnika je da probudi interes u¢enika za novi nastavni sadrzaj i
motivisanje obrade. Nastavnikova uloga je motivirajuéa i poticajna.

Nastavnik pokazuje slajd koristenjem PPT prezentacije, gdje precizira
prvi problemski zadatak, te daje ucenicima sljedecu informaciju:

Poznati istrazivac vas je zamolio da mu pomognete u rjesavanju jednog
problema. On se nalazi na jednom ostrvu na kojem nema elektricne energije, niti
telefonske linije. Medutim, kako bi od njegovih istrazivanja koristi imala
civilizacija, morao je slati informacije, pa je koristio solarne ploce kako bi imao
energiju i satelitski telefon. Drvo je smetalo solarnim plocama da prima
dovoljnu kolicinu svjetlosti od sunca, pa je istrazivac vasem odjeljenju poslao
pitanje da li smije srusiti drvo, a da ne osteti solarne ploce. Vi ste mu poslali
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odgovor da izmjeri duzinu od drveta do solarnih ploca, te ugao pod kojim se vidi
drvo kada stoji pored solarnih ploca. IstraZivac vam je poslao odgovor na vase
pitanje. Da li pod ovim uslovima smije srusiti drvo?

Pomozite istrazivaéu da izraéuna da li smije srusiti drvo, a da
ne srusi solarnu ploéu.

Il Definisanje problema

Ucenik se susrece s neCim nejasnim i nepoznatim. Ovdje dolazi do
ra§Clanjivanja problemske situacije na njene osnovne dijelove poznato—
nepoznato—trazeno.

Posmatranjem slike ucenici definiSu problem. Uocavaju da trebaju
izracunati visinu drveta (katetu h), na osnovu ako su im zadate vrijednosti
veli¢ine ugla o i druge katete (udaljenost solarnih ploca od drveta). Ovo je nas
zajednicki problemski zadatak. Uc€enici zakljucuju da, ako je visina drveta veca
od zadane udaljenosti, drvo ne smiju srusiti, jer postoji mogucnost da srusi
solarnu plocu.

U ovom trenutku ne zmnamo postupak za izracunavanje potrebne
vrijednosti, ali ¢emo to zajedno OTKRITI.

I11 Postavljanje hipoteza

Nastavnik podstice ucenike na razmiSljanje, oni iznose i predlazu
hipoteze za rjeSavanje postavljenog problemskog zadatka. Ovdje dolazi do
izrazaja ucenikova kreativnost i domisljatost. Na osnovu prethodnih znanja i
iskustava, uéenici postavljaju hipoteze, odbacuju one koje nisu prihvatljive.
Nalaze se u fazi inkubacije kada dovode u pitanje svoje ideje i stavove. U ovoj
fazi ocekuje se traganje, a moguce je i lutanje i vraCanje na pocetak i
postavljanje novih hipoteza.
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Koja nam prethodna znanja mogu pomoci da rijesimo ovaj problem?
Pretpostavljeni odgovori su da ¢e ucenici re¢i da bi zadatak bio lako rijesen ako
bi imali zadanu hipotenuzu, jer bi se tada rjeSenje svodilo na primjenu Pitagorine
teoreme. Drugi ocekivani odgovor jeste da ako znamo vrijednost jednog oStrog
ugla u pravouglom trouglu, tada znamo i vrijednost drugog ostrog ugla, jer su
ovi uglovi komplementni.

S obzirom da se radi o nastavnom gradivu s kojim se ucenici nisu u
svom ranijem matematickom obrazovanju ranije susretali, nastavnik im dijeli
nastavne listice sa definicijama trigonometrijskih funkcija koje moraju prevesti u
formule kada je zadan pravougli trougao sa standardnim oznakama.

Nastavni listi¢ za samostalni rad uc¢enika
Dopunite i prepisite u svesku:

° Posmatrajte pravougli trougao ABC.

a Stranice a=BC i b=AC pravouglog trougla
ABC nazivaju se ,
c a stranica c=AB naziva se

Uocimo ostri ugao ¢ u pravouglom trouglu ABC. Dopunite i oznacite

uglove naslici:

Ugao o lezi na kateti . Tu katetu nazivamo NALEGLA
KATETA.

Nasuprot uglu «a lezi Kkateta . Tu katetu nazivamo

SUPROTNA KATETA.

Sljedec¢e definicije primijenite na pravougli trougao ABC.

Def.1. Sinus ostrog ugla jednak je odnosu duzina suprotne katete i
hipotenuze,
_ SUPROTNA_ KATETA

HIPOTENUZA

Def.2. Kosinus ostrog ugla jednak je odnosu duzina nalegle katete i
hipotenuze,

tj. sSina =—.

NALEGLA KATETA .
cosa = = tj. cosa =—.
HIPOTENUZA
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Def.3. Tangens ostrog ugla jednak je odnosu duzina suprotne i nalegle

katete,
_ SUPROTNA _KATETA . tgao=—.
NALEGLA _KATETA
Def.4. Kotangens ostrog ugla jednak je odnosu duzina nalegle i suprotne
katete,

NALEGLA KATETA .
ctga = = tj. ctgar = —.
SUPROTNA _KATETA

Koliko iznosi visina drveta? RijeSite zadatak u svesci.

IV Rjesenje problema, verifikacija hipoteze

Kritickim preispitivanjem procjenjuju dobijena rijeSenja, jer narocito je
vazno da ucenici razmisle da li je rjeSenje koje su dobili prihvatljivo. Nakon
rjeSenog nastavnog listi¢a, ucenici primje¢uju da je najpogodnije zadatak rijesiti
primjenom formule za tangens ugla. Neki ucenici ¢e naé¢i komplement ugla a,
koji ovdje iznosi 57°, te na osnovu njega i zadane duZine katete na¢i duZinu
druge katete, koja je traZzeno rjeSenje.

V' Analiza rezultata i zakljucaka

Proucavanje dobijenog rjeSenja i trazenje drugog nacina i drugih puteva
rjeSenja zadatka. Ucenik na tabli crta trougao sa zadanim elementima i
objasnjava postupak rjeSavanja uz eventualnu pomo¢ i sudjelovanje ostalih
ucenika. Problemski zadatak je rijeSen i oba nacina rjeSavanja se interpetiraju
pred tablom. Ucenicima se daje novi zadatak, kako bi se provjerilo da li
razumiju primjenu definicija trigonometrijskih funkcija pravouglog trougla na
prakti¢nim zadacima.

VI Provjera rezultata na tezim problemskim zadacima

U zadnjoj etapi se proucavaju mogucénosti proSirenja i poopcenja
postavljenog problemskog zadatka.

Brod je isplovio iz luke Argones i krenuo prema luci Benos, koja je
1.270 km udaljena od Argonesa. Nakon predenih 850 km, zbog nevremena,
veliki valovi su brod potisnuli prema sjeveru. Uvidom u nauticke karte kapetan
je uvidio da je brod skrenuo s kursa 150 km i tako plovio 220 km. Pomozite
kapetanu da izracuna koliko km je ostalo do njihovog odredista tj. luke Benos?
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4. Zakljucak

Jedan od osnovnih zadataka nastave matematike jeste osposobiti uc¢enika
za razumijevanje matematickih pojava i zakonitosti i primjenu naucenog u
svakodnevnom zivotu, jer je matematika jedna od temeljnih nauka koja se
najneposrednije 1 najdirektnije osje¢a u svim prirodnim i gotovo svim
drustvenim naukama. Matematika je po prirodi svojih sadrzaja bogata mnostvom
problemskih zadataka koje ucenici mogu rjeSavati i proucavati vjezbajuci
nauc¢nu metodu misljenja. Ucenik prilikom postavljenog problemskog zadatka
uocava cilj, ali put do tog cilja mu je nepoznat, pa ucenje rjeSavanjem problema
u nastavi matematike podrazumijeva ucenikovu misaonu i stvaralacku aktivnost.

Nastavnik je u problemskoj nastavi organizator misaone djelatnosti
ucenika. Pripremajuci se za nastavu, nastavnik mora napraviti plan djelovanja,
odnosno mora projektovati svoj proces rada i anticipirati misaonu aktivnost u
svakoj od etapa nastavnog sata. Osim obrazovnih ciljeva, kao §to su usvajanje
pojmova, pravila, definicija, tvrdnji koje ucenici trebaju usvojiti na nastavnom
Casu, problemskom nastavom se postizu odli¢ni odgojni efekti, jer se ovim
nac¢inom rada mijenja polozaj ucenika u nastavi, razvija kod njih interes,
motiviSe ih, budi radoznalost, podstice na samostalan rad, te razvija stvaralacko
misljenje.
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Yuusepauret y Kparyjesiy

VYuuresbeku GpakynTeTr YiKuue OpHrHHAJIHU HAYYHHU paj

METOJNYKO MATEMATHUYKO
OBPA3OBABE YUUTEJBA ¥V CPBA V XIX 1 XX BEKY

[TpBu oprann3oBann o0IHIM 00pazoBama yuuTesba y EBpomnu Besyjy ce
3a uMme Hemadkor negarora A. X. ®@pankea (A. H. Frankcke 1663—1727) xoju
oTrBapa Seminaruim praeceptorum (Pacaonux yuumesma). IberoBe wumieje
Hacrasipajy II. Xekep (J. Hecker 1707-1768) u J. N. ®enburep (J. I. Felbiger
1724-1788) koju yuBpiihyje ¥ HMHCTUTYIIHMOHAIU3Yje O0Opa30Bambe y4HTE/ha
nperBapajyhu ra y npxasHo. Y Carany J. U. ®enburep opranusyje ,,Cemunap*
y OKBHpY Kora o0pa3oBame CTHYy U MPBU CPIICKH y4UTesbH, Teomop JankoBuh
Mupujescku, ABpam Mpa3zosuh n Credan ByjaHoBcku, koju cBoje 00pazoBame
CTaBJbajy y CIIy’)KOy OpraHW30Bama MHCTHTYLIMja 32 O0Opa3oBame y4uTesba Y
Cpba.

TakBo 00pazoBame MPETHOCTABIBANO j€ H OCIIOCO0JhaBamkhe YUHTEIha 32
HacTaBy MaTeMmatuke. MehyTum, MeToaMKa HacTaBe MareMaTHKe, Kao MmoceOHa
Hay4Ha JWCUMILUINHA, TI04ena ce pas3BujaTu Kpajem 18. u mouetkom 19. Beka
3axBaJpyjyhu, MpBEHCTBEHO pajoBUMa IIBajuapckor menparora J. [lecramommja
(J. Pestalozzi 1746—1827). Ha Toj ocHoBH y 20. BeKy MOYHIbE CBE MHTCH3MBHU]E
WHTEPECOBame 3a MpoOJieMe METOJHWKE HacTaBe MmaremaTuke. Tako je 1905.
roauHe ofap:kaHa Mepancka xoHgepenyuja, a moroM u Pumcku konepec (1908)
Ha KoMme je, u3Mmely ocranor, ocHoBaHa MeljyHapoona komucuja 3a HACmMagy
mamemamuke — ICMI (International Commision on Mathematical Instruction).
3a mpBor mpejceHMKa Te KomucHje n3adpan je @. Kinaju (F. Klein 1849—-1925).
Tume cy cTBOpeHH YCIOBH Ja METO/AMKAa HAcTaBe MaTeMaTHKe IIOCTaHe
camMoCTaJlHa Hay4Ha JucuuiuiHa. Kaja je y muramy METOIUYKO MaTeMaTHIKO
obpazoBame yunresba y Cpba, oHzia Ta Tpeda mocMaTpaTH y KOHTEKCTY TOKOBa
KOjH Cy ce JIeIIaBajii Ha OBOM IUIaHy y EBpomnH, ¢ jenHe cTpaHe, M 'y KOHTEKCTY
JIPYIITBEHO-UCTOPH]CKUX YCIIOBa Y Kojuma ¢y CpOu KHUBEIIH, C Ipyre CTpaHe.

“ sanjamaricic10@gmail.com

" Pan je HacTao y okBupy mpojekta Hacmasa u yuere: npobiemu, yuwesu u
nepcnexkmuse, 6p. 179026, unju je HOocmnal YUYUTEIbCKH (aKyaTeT y YIKHUIy, a KOjU
¢mHaHCHpa MuHKCTapCTBO TpocBeTe u Hayke Pemy6mmke Cpowuje.



Cawa M. Mapuuuh, Kpcmusoje M. [lInujynosuh

Cp6bu y 18. Beky Hemajy cBOjy ApkaBy Beh jKUBE MO/ICJheHH U3Mel)y nBe
napesune. CeBepHo onx Cae um JlynaBa CpbOu xuBe y AyCTpoyrapckoj
[apeBHHY, a jy>kHo o7 Case u JlynaBa y OTOMaHCKO] HMITEPH]H.

Ha ceBepy obpa3zoBame yunrtespa y CpOa 3amodnse 3HATHO paHuje HEero
koa CpOa koju xuBe jyxxHo oj Case u [lynaBa. Tako je y Combopy 1778.
roguHe ABpam Mpazosuh (1756—-1826) otBopmo ,,Hopmy* xoja, mo peunma H.
[ToTkomaka, mpeAcTaBjba ,,IPBH CBETOBHU HWHCTUTYLIMOHAJIM30BAaHH OOJIUK
oOpazoBama cprckux yumrespa™ (2006: 156). Meroamdko MaTeMaTHYKO
o0pa3oBame yunuTesha ¥ OBOj IIKOJNH OJIBHjajo Ce IO JOMUHAHTHAM YTHIAjeM
J. W. ®enburepa y oxBupy npeamera Memoouka ca nedazocujom. To je Ouna
Mmeroauka 1o Caeanckoj memoou Koja ce usydaBana u3 DendurepoBor
yioenuka Methodenbuch (1774). OBaj yubenuk Teomop Jankouh MupujeBcku
1776. roguHe MpPEeBOAM Ca HEMAyKOI' HA CIABEHOCEPOCKH jE3HK IMOJ HA3UBOM
Pyunaja xreuea nompebna macucmpom urupu4eckux HeyHumcKux Manbix wkolb
6 Llecapo v oBa KibUTa y TO BpeMe MPECTaBIba ,,jeJUHN TPUPYIHUK Y CPIICKHM
OCHOBHUM IIIKOoamMa 3a paj yunrtesba® (Ilotkomak 2006: 158).

3a pasnuky ox Cpba koju cy xuBeiu cepepHo o Cape u /lyHaBa u koju
Cy WMany 3Ha4yajaH HampenaK y JAPYIITBEHOM, KYJITYpHOM U OOpa3oBHOM
norneny, Hanpenak Cpouje u Cpba koju cy xuBenu y OTOMaHCKO] UMIEpHjU
HacTyna y Toky [IpBor cprickor ycranka, noiaackom Jlocuteja O6panosuha, koju
CBOje BEIMKO 3HAWbE€ W HMCKYCTBO CTaBjba y CIy)KOy pas3Boja MpOCBETE U
mkoJsicTBa. HberoBom 3aciayrom ocHoBana je Beruxa wkona (1808) y beorpany,
Kao M BEJWKM OpOj HApOAHUX IIKOJA BaH IPKaBa W MaHACTHpa y KojuMa Cy
yuuTeJbM OWJIM CBETOBHA JiMIa. BpenHo moMeHa je u orBapame bozociosuje y
beorpany uuju je 3amartak, mo peunma J[ocuteja OOpanmosuha, na ,,cHHOBE
cprcke cmpemMu M 3a Oyayhe cBemITeHHKE M 3a YYUTEJhe Y HOPMAIHUM
(ocHoBHUM) miKogamMa“ (mpema: hynkosuh 1971: 12-13).

Mana cy, xako ucrtuue Byk Credanouh Kapanwh, 3a Bpeme IIpBor
CPIICKOT yCTaHKa ,JIOCTaBJb€HE IIKOJIE TOTOBO MO CBHM BapolIUMa M
rpajoBUMa, a W IO Thje KojuM cenmma...” (mpema: llotkomakx 2006: 226),
BehuHa mKosa oBor BpeMeHa caMo Cy Ce YCIOBHO MOTJIE Ha3BaTH ,,IIKOJIE, jep
je mkoma Ouia cBaka Beha mpoctopwja y mopoiauuHOj Kyhu wuiam 3aapy>KHOM
JIOMY, ¥ K0jOj 4eCTO HHje OUJI0 HU OIpeMe HU HaMellTaja.

IIpomact IlpBor cprckor ycranka (1813), mouerak Jlpyror cprickor
ycranka (1815), xkao m Oopbe mpotuB Typaka, oHeMoryhaBanmm cy pamx #
opranmu3oBame 1mkoia. Tek 1830. roaune, kana CpoOuja Xamuwepugom noduja
onpeheHe ayroHoMHje, MOHOBO C€ CTBApajy YCJIOBU 3a OTBapame LIKOJA.
Konauno, Cpemerwckum ycmasom wu3 1835. roauHe ycTaHOBJBaBa ce
Toneuumencmeuo ypxeenux O0ena u npoceéeme W JApKaBa Ipey3uMa OpHTy O
Pa3Bojy LIKOJICTBA.

[lemaromko, AWOAKTHYKO M METOAMYKO OOpa3oBamke YUYUTEIBH CY Y
bozcocnosuju mornmu crehu camo y OKBHPY jelHOT TNpenMeTa, TOJ| Ha3HMBOM
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Memoo yuumemcku. OBaKkBO 00pazoBame yuuTesba 3aApiKaHO je OYIH HH3
ronmuHa. HoBuHa ce memraBa 1938. romuHe ,,kama ce oOpa3oBame Yy4HTEIba
npoay)kaBa Ha TpPH TONMHE, ald ce CaapXkKaj AWAAKTHYKO-METOIWYKOT
oOpa3oBama He Mewa. JeqrHa U3MeHa je Y Ha3uBY MpeaMeTa KOjH UX je CTPYYHO
ocrioco6spaBao” (Lmujyrosuh, Mapuuuh 2011: 149). OTBapameM HapOIHHX
IIKOJIa jaBJba ce W Beha moTpeda 3a 0Opa3oBaHUM yUYHTEIbHMA, A C€ bHXOBO
oOpa3zoBame TOBepaBa TUMas3HWjamMa y KOjUMa c€ YBOAU HACTaBHU MpeIMET
Iledacozuxa ca memoouxom. OBakBO 00pa3oBame y4yuTesba MPHU TMMHA3MjaMa
3aaprkaHo je cBe 10 1853. rogune.
Jyro BpemeHa Tpebajo je a ce CTBOpPE YCIIOBH 3a OTBapame

npBe yuuTesbcke mkone y Cpouju. To ce gemraBa JOHOWIEHEM 3AaKOHA O
ypehery yuumesscke uikone 1870. roguHe y KoMe CTOju: ,,Jla Ou OCHOBHE mIKOIIE
nmobuBaine crocoOHe ydnTelbe ApikaBa ce OpuHE 3a 00pa3oBame yduTesha THUX
IIKOJIa, I1a 3aT0 ce 3aBoau y CpOuju yunTesbcka (Tearorujcka) mroma‘ (mpema:
CranucaipeBuh 1992: 110). Beh 1871. romune y KparyjeBiy orBapa ce mpBa
mKoJa 3a o0pazoBame yuutesba y Cpba y K0joj ce 00pasyjy YUHTEIbU y Tpajamy
O]l TPH LIKOJICKE rofiHe. [IpymTBeHe NpIiiKe ycloBJbaBajy Aa ce 1877. roqune
mkoia u3 Kparyjesua mpemectn y beorpax rme ce obOpasoBame yuuTesba
nmpoayxaBa Ha detnpu romuHe. Y Humry ce 1881. rogmne oTBapa jomr jemHa
YUYHUTEJbCKa IIKOJIA, TAKO J1a ce 00pa3oBame yUnTesba OJIBHja Y OKBUPY OBE JIBE
mkosie. Illkona u3 Beorpaga 1896. romuHe mnpecesbeHa je y AJIGKCHHAIL, a
yuuTesbcka mkoina u3 Huma 1898. rogune y Jaroauny.

Kao mro ce Buam, obpazoBame yuntespa y Cpoa y 19. Bexy memaio ce,
Kako y TMOIJieay Tpajama, Tako M y IONNIeAy Opoja M Ha3uBa HACTaBHUX
npefMeTa y OKBHPY KOjUX Cy YUYMTEJbH CTHIAIM MAaTeMaTHUYKO, IeJaroirko-
MUIAKTHYKO ¥ METOJUYKO MaTeMaTH4Iko oOpa3oBame (Tabena 1).
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Tabena 1: HacraBHM mpeaMeTd y YYHTEJBCKHUM IIKOJIaMa y OKBUDPY

KOjI/IX Cy Yy4YUTCJbM CTULAJIM MATCMATHYKO,
METOAHUYKO MATEMATH4YKO 06pa3OBaH>e

2011: 151-152)

MeAaromKO—AUAaKTHIKO U
y 19. Beky (Ilnujynosuh, Mapuunh

lkona 3a Memoouuxo
Mamemamuuxo Tleoazowxo-ouoaxmuyuxko
obpasosarve Toouna Mamemamuyxko
obpaszosarve obpaszosarve
yuumena obpaszosarve
Hopma 1778. Pauyn Mertoauka ca rneiaroriujom
MaremaTuka,
. PauyH,
Ilpenapanouja y .
Cenr Anpeja 1811. apUTMETHKA, Ilegaroruja ca METOIUKOM
anrebpa u
reomerpuja
Hayka o BacniuTam,
1855/1856. | ApurMernka Y vy
HACTaBU
Omnira negaroryja,
Ienaroruja HaocoOHa,
Pauyn Hcropuja nenaroruje u Hayka Pauyn ca
1862/1863. i . Meroaukom
I'eomerpuja 0 YCTPOjCTBY HAPOIAHUX
padyHa
mkona, Junaktuka,
HaocobHu MeTof1 yuuTe/bCKH
Yunresbcka Hayxa o Bacniuramy,
Pauyn ca
LIKOJIa JlunakTuka u Hayka o
Combop Pauyn YCTPOjCTBY LIKOJIE METO/IHKOM,
1874/1875. i ’ I'eomerpuja ca
T'eomerpuja Haocob6na meroauka,
METO/IMKOM U
IoBecHuIa BacUTaba U
MIPaKCOM
Hacrase, LlIkosicku pan
Ienaroruka, Mcropuja
nenaroruje, lugakTuka u
1892/1893. | MaremaTuka METOJIMKA Ca HAYKOM O
JpKarby IIKOJIE U YCTPOjCTBY
LIKOJIE
bozocnosuja | 1810. MeTo YUUTEIbCKI
Beorpaj 1938. Tlearoruka ca METOUKOM
ITenaroruka (Metoauka,
Maremaruka A ( Ak,
Yuuresbcka (apwrveTiKa Meroauka U TUIaKTHKA,
IIKONIa 1871/1872. anli" Gpa ’ Teopwuja megaroruje,
Kparyjesarg pa, Hcropuja neparoruje),
reoMeTpuja)
[Ikosicku pag
Yuuresbcka
Koa 1881 Pauyn, [IpakTiuna Ilenaroruka omura u
Beorpax ’ reomMeTpuja NpUMElBeHa
Pauyn ca
Yantemeka rem\ieT HjCKHM
LIKOJTa 1886. OCHOBapM aJ " Ilenaroruka
Beorpan/Hum
peMepaBambeM
Yuuresbcka Maremaruka, Ienaroruja, llkoncku pax u
LIKOJIA 1896. [MpaxkTuuna METOAMKA OCHOBHOILIKOJICKOT
AJnexcuHalg reoMeTpuja y3pacTa
Yuuresbcka Teomerpuja u
LiKosta 1898 MHHEpaJIoTHja, Ienaroruka, [TpakTuaau paj
Jaromuna ' I'eomeTpujcko ca METOANKOM
Mepeme
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MeToanyko MaTeMaTH4ko 00pa3oBame, U3ABOjEHO Y OKBHPY MOCEOHOT
npenMeTa, NMPBH IIyT I0jaBJbyje y HACTaBHOM IUIAHY YYHUTEJbCKE INIKONIE Yy
Combopy mxkoncke 1862/1863. rommue y oxBupy mnpeamera Pauyn ca
Memoouxom payyna. Y HACTaBHOM IUIaHy HCTE IIKoJe Imkoyicke 1874/1875.
rojuHe iopen Memoouke payyHa yBEJIEH je jol jeaaH npenMet I eomempuja ca
MemoOUKOM U npakcom. Y WCTOM TEPHOAY YUUTEJbH KOjU Cy ce 00pa3oBaiil y
YUUTEJbCKUM MIKOJIaMa KOje Cy ce TePUTOpHjalHO Hanmaswie jy:kHo ox Case u
JyHaBa y cBOjUM HacTaBHMM IUIAHOBUMa HEMajy MOCEOHO M3BOjEH MpeIMeT
Memoouxa nacmage mamemamuxe. OOpa3oBambe 3a HAcTaBy MaTEMaTHKe
YUYHTEJBH Cy Y OBHM IIKOJIaMa CTUIAJHM y OKBHPY IpeaMeTa KOjH Cy MMaJd 3a
Wb CTULAEE OMILITET MeNaromKko-IuIaKTHIKOr 00pa3oBama. To je BUIJBHBO U
W3 Ha3WBa THX NpeIMeTa y 4YHjeM Ha3HWBY je cajgpkaHa ped Memoouxa
(Memoouxa ca neoacoeujom, Ileoazoeuja ca memoouxkom, Haocobnu memoo
yuumescku, Haocobna memoouxa, Memoo yuumencku n npyru). ITo peunma P.
Makapuha ,,[IeTOKyITHO U3/Iarame METOAMKE Ce TaJa CBOJAWIIO Ha 00jallmhaBame
MpaBWjia W TOCTyMaka y o0paau OCHOBHOIIKOJCKOT rpamuBa‘ (1978: 173).
Yrhopeao ca TEOpHjCKMM OCHOCO0JbaBameM 3HAYajaH EIEMEHT METOIAMYKOT
MaTeMaTHYKor  oOpas3oBama  y4uHMTe/ha  TPEACTaBlba M IPAKTHYHO
ocroco0JbaBamke yUHTesba 32 peaH3alijy HAacTaBe MaTeMaTHKe y MIKOJIama,
Koje je OWI0 YKJbYYeHO Yy TUTAHOBE YYHTEJhCKHX IIKOJIA y OKBHPY IpeaMeTa
Lxoncku pao.

Kpaj 19. u nouerak 20. Beka y CpOuju mpaTy HEJOCTATaK MIKOJIOBAHUX
yuutesba. 3aBpuerkoM IIpBor ceerckor para (1918) m cTBapameM Ipkase
KpasseBune Cpba, XpBata u CrnoseHamna, a morom u KpasbeBuHe Jyrocnasuje
(1930) momwto je 10 3HATHUX M3MEHa y 00pa3oBamy yuuTesba. PaTHe mpuiimke
yTHLalle cy Ha cMameme Opoja yuuTesba. M3 Tux pasiora mnokpehy ce
WHMLIMjaTUBE 3a TOHOBHO OTBapame YYMTEJbCKHX IIKOJAa Koje cy 30or para
npecTajie ca pajoM, a YIOpeao ca TUM OpraHu3yjy ce M ckpahieHu KypceBu 3a
o0Opa3oBame yunTesba. YUUTeIbCKE LIKOJIE, Koje cy panuie npe [Ipsor ceerckor
parta HacTaBJbajy ca paJoM H TO YIJIaBHOM 110 Iutany u3 1905. rogune, ca Maaum
u3MeHama, a 00pa3oBame yuuTesba ckpaliyje ce Ha Tpu rogune. Tokom 1919. u
1920. roauHe oTBapajy ce W moceOHA oOJiesbeha NPU TMMHA3MjaMa y OKBUDY
KOjUX ce 00pa3yjy yuuTesbu, a Koje hie KacHuje mpepacTH y yUUTEeJbCKE LIKOJIE.
3axonom o yuumesmckum wikonama, AoHeTUM 1929. TonMHE H3BPIICHO je
yjelHauaBame CBUX YUYHTEJHCKUX INKOJIA, Ka0 Yy TOTJiely Ha3uBa, Tako U Y
NOTJIely OpraHu3alnvje W Tpajama (IeT TOIUHA), HACTaBHUX IUIAHOBA M
nporpama.

3a Bpeme JIpyror cBeTCKOTI paTa JIojia3u J0 CMamemka Opoja yunTesba, a
BehuHa 111KOJIa 32 00pa30Bame yuuTe/ba HEPEAOBHO paau. 3aBpiieTkoM Jlpyror
CBETCKOI' paTa Y4YHUTEJbCKE IIKOJIE HacTaBjhajy ca paaoM, aiud ce 300r
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HEeIoCTaTKa yuuTesba IIKOJOBamke ckpahyje Ha YeTHpH MIKOJICKe ToauHe, aa Ou
ce mKoiicke 1954/1955. roquHe TOHOBO BPATHIIO HA T TOIMHA.

Tpamuimja mMKOIOBamka yunuTesha Ha CPEIHOIIKOJICKOM HHUBOY, Koja je
Tpajajia BUIIE O jeJTHOT U 1O BeKa, HamymTeHa je 1971. roauHe kaaa je ToHeT
3axon o nedazowxum axkademujama (,,Coyx6enu riaacauk CP Cpouje® Op. 14).
Hoga mpekpetanna y o6pazoBamy yuntesba y Cpouju necria ce 1993. rogune
Kaga ce oOpa3oBambe yuyHTe/ha [IDKE Ha (AaKylITETCKH HHBO M OCHHUBAjY
YUUTEIbCKU (aKyITeTH.

Y KOoHTEeKCTy mpomeHa Koje cy ce naemaBane y 20. Beky y CpbOuju
MHTEPECAHTHO j€ MOTJIeJaTH HACTaBHE MPEIMETe Y OKBUPY KOjUX CYy yUHTEIbU
CTHLIATA MaTeMaTH4KO, MEeAarolKo-IUIAKTHYKO M METOJUYKO MaTeMaTH4KO
obpazoBame (Tabena 2).

Tabena 2: HactaBHH mpeaMeTd y OKBHPY KOjUX Cy YYHTEJbH CTUIAH
MaTeMaTH4KO, eJarOIIKO-AHJAKTHIKO U METOIMYKO MaTeMaTHYKO 00pa3oBame
y 20. Bexy

Memoouuko
Llkoncka Mamemamuuko
Tedazowko-oudaxmuuro 0bpazosarse MAMemamuyro
200UHa obpaszosarse
0bpaszosarse
Maremartuka ca Menaroruja (Mcropuja nemaroruje,
1905. T'eomerpujckum Onurra nexaroruja, Meroauka, [Ikoiacku
LPTakbEM pan)
1919/1920. Maremartuka Ienaroruja, MeToanKa M IIKOJICKH Paj
Tlenaroruja ca HCTOPHjOM,
1926. Marematuka Meronmuka, Llkoncku pax, Llkoncka
aJIMUHHCTpaLHja
Omura neparoruka, Vcropuja
1932/1933. MaremaTtuka nenaroruke, Merozuka, Lllkomncku pan,
[ITkoncKka aIMIHHCTpAIHja
Ormrra negaroruja, Meroauka u
1946. Maremaruka Ja, .
mpakTuyaH paz, Mcropuja memarornke
Onmrra nefaroruja, Mcropuja neparoruje
1949/1950. | Maremaruka s Ia, pHja el e,
MetoaHKa 1 MKOJICKH paj
Omura nenaroruja, Micropuja neparoruje
1950/1951. | Maremaruka & va, pHja Hel e
Metoa1Ka 1 MKOJICKH paj
Hcropujcko- Onmta neparoruja, [lenaromko-
1954. reorpa)CKu CEMHHAp | MCHXOJIOIIKKA CEMHHAp (METOAMKA U
(MaTeMaTuka) LIKOJICKHU paj)
1963. MaremMaTtuka INegaroruja, Metoanka ¥ IPaKkTHYAH paj
TTemparoruja, MeTouKa 1 Teaaromika
1968. Marematrka s Ia, A A
mpaxca
Ormrra negaroruja, Jluaaktuka MeTtoauka HacTaBe
1971. MaremaTtuka s ja, Jlun ? n
INenaromka mpaxca MaTEeMaTHKe
. Meronuka HacTaBe
1986. Maremaruka Menaroruja I u 1, umaktuka H
MaTeMaTHKe
Tlenaroruja, J{unakruka, [koicka u
ja, 1 . . Meroanka HacTaBe
1993. Marematuka MOPOMYHA TIeIaroruja, MeToaomoruja
MaTeMaTHKe
MearoNIKHX HCTPaXHBama, [Ipakca

Kao mTo ce Buaum W MaTeMaTHdko U TENArONIKO-AHIaKTHIKO
oOpaszoBame yuutesba y CpOa y 20. BeKy 3aCTyIUbEHO je Y CBUM HAaCTaBHUM
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TUTAHOBHMaA Y IIKOJIamMa 3a 00pa3oBame YUUTe ba U HUjE ce 3HATHHjE MEHaJl0 CBE
JI0O OCHHBama IMEJArolIKuX akajeMuja. YUHUTEIbH Cy cajpKaje U3 MaTeMaTHKe
W3y4yaBalld y CBaKOM pa3pey (ca 1o JBa WU TP Yaca HejuelbHO). [lenaromko-
JUIAKTUYKO 00pa3oBame Y4YUTEJbM Cy CTHHAIH W3 mpeameTa [ledacozuja,
Hcemopuja nedacozuje, Memoouka n [llxoncku pad M TO 'y OKBUPY TOCIEIbHA
JBa paspena miKoje 3a oOpa3oBame yuuTesba. OCHHBamEM TMENAroIIKhUX
akajzieMHja 0BO 00pa3oBame ce JOMymbYje jOIll jeAHUM mpeamMeToM (Judaxmuxa),
Ba)XHUM 32 00pa3oBambe yuuTesba.

MeTomuuko MaTeMaTHdko oOpazoBame yunrtesba y CpOmju Hajuemrhe,
cBe 10 70-uX roguHa MpOIUIOT BeKa, OWIIO je ,,ICTIPETUIETAaHO M YTKAHO Yy OTIIITE
NEIaromKo-AMIaKTUYKO U MaTeMaTHYKo 00pa3oBame, a PETKO Ce CTHUIANO Y
okBupy moceOHor HactaBHor mpeameta” (Ilmujyrnosuh, Mapuuuh 2011: 153).
Konauno, HacTaBHU TipeAMeT Memoouxa Hacmage mamemamuxe y HACTAaBHUM
IUTAaHOBUMa IIIKOJIa 3a 00pa3oBame yuntesba y CpOuju mocTao je 00aBe3aH TeK y
npyroj nosoBrHK 20. BeKa, 0OJIHOCHO TEK Ca OCHUBAHEM IEarollKuX aKajIeMHuja
3a oOpazoBame yuntespa 1971. romure.

v

Ynpkoc ToMe IITO ce ABa BeKa 00pa3oBame yuuTeha CIIPOBOIWIO Oe3
noceGHOr npeaMera Memoouka Hacmage mamemamuxe, IPOAYKIUja ylIOeHHKA
U MpUPYYHUKA KOjU C€ OJHOCE Ha METOAMYKA IHTamba HAacTaBe MaTeMaTHKe
TOBOPH JIa OHO HHje OMJIO 3aMT0CTAaBIbEHO.

IMpeu ynbenwk kox Cpba, BaxkaH 3a METOAMYKO MAaTEMAaTHYKO
obpasoBame, 1MoJ Ha3uBOM Puk0800cmeo 60 apummemuixu, Hanucao je Credan
ByjanoBcku 1777. rogune. [lotrom 1794. ronuae ABpam MpasoBuh o0jaBibyje
KEbHUTY TIOJI Ha3UBOM PUK0800CME0 Kb HAUYU YUCIUMENHOL. 60 unompeobieHie
CNa8eHo-cepOCKUXs  HapoOnuxv uuunuwys. lIpBo u3name oOBOr yuOeHHKa
mramnano je y beuy, y tumorpaduju Credana Hosakosuha m umano je 91
ctpanuiyy. KacHuje oBaj yOeHuK mrammad je y jom 9 m3nmama: 1798, 1802,
1804, 1806, 1810, 1818, 1828, 1833, 1837. ronune Ha 95 cTpaHa.

3HavajHO je HamoMmeHyTu U pan Ilinarona Artanankosuha (1788—-1867)
KOjH je 32 METOJMKY HacTaBe MaTEeMaTHKE BaXKaH jep je HallMcao BHILE KHUTa O[]
KOjHUX M3]1BajaMo:

— Memooika pauyna Ha namemv y C0I03) Cb MHO200POUHBIMA
3a0amkama Kb ynpadxcheniio 3a | paspedv HapoOHwixv yuunuwma y
Aycmpitickomv  Llapemay: 3a  Yuumene u Ilpedyeomosnuxe, beu,
1855, 194 cp.

— Knvuea ynpasicneniss npu nacmagnenito y payynanio 3a ydenuxe Il u
Il paspeoa cpockuxv mapoonuxv yuunuwma y Aycmpiickoms
Llapcmsy, bed, 1855, 192 ctp;

— Knvuea ynpasicnenis npu nacmaeneniio y pauynanio: 3a yuenuxe Il
paspeoa cpockuxs HapoOHuxv yuunuwma y Aycmpitickomv Llapcmay,
beuq, 1857, 98 ctp;
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— Memooixa pauynana cv yigppama y cpazmMepHOMb COH3Y Cb
pauynawems Y 2nasu. PYKOGOOCMBO Kb YNOMpPeONeHio KHbU2e
ynpaoichenisa npu Hacmasnenito padyyna y Wl u IV paspedy napoousixs
yuunuwma: 3a Yuumene u IIpeoyzomosnuxe kv yuum. 3eanito, bed,
1857, 244 ctp;

— Memooika pauyyHa Ha namem’y O3V Cb MHO200POUHBIMA
3a0amxama Ko ynpadxcherito 3a | pazpeds napoonvixv yuunuwma y
Aycmickomv Llapcmay: 3a Yuumene u Ilpedyeomosnuxe, beu, 1860,
160 cTp;

— Knvuea ynpaoicnenis y pauyny 3a ceocke wikone y Aycmpitickomb
Llapcmsy, beu, 1860, 130 cTp;

OcuM HaBemeHMX YHOEHHMKA IOCTOjalll Cy M Pa3HU IMPUPYUYHULH H
YOyTCTBa 3a pax yuutespa. lako je 1844. romune JoBan Crepuja Ilomosuh
(1806—1856) nanucao Hacmasenenie 3a yuumené 0OCHOGHbL YUULUUING Y KOME CY
y TIPBOM TIOTJIaBJbY JlaTa METOJIMYKA YIYTCTBA 3a JpKamkbe HACTABE Pa3IHUNTUX
npenmeta (pema: [lotkomak: 2006: 239). CBojom kmuroMm Kpamko ynymcmeo
3a cpbcke napoone yuumenv Dophe Haromesuh (1821-1887) monoxuo je
TEMeJbe Hallle Hay4yHe AMIJAKTHKE M MeTOAMKEe BehMHE OCHOBHOILKOJICKUX
npeamera (bakoBmseB 1987). [IpBo uzgame OBEe KHHIEC INTAMIIAHO je Y
TemumBapy 1857. ronune Ha 14 cTpaHa, a apyro, 3HaTHO JOMYyHEHO, Ha 136
ctpana, y HoBom Cany 1861. romuHe. 3a METOAMKY HAacTaBe MaTE€MAaTUKE
3HaYyajaHa je TeTa IIaBa OBE KIbUTe KOja Ce OJHOCH Ha HAacTaBy MaTeMaTHKE U
HaCJIOBJbEHA je Kao ,,Hayxa pauynans (Hartomesuh 1861: 92). O BpenHoctu
OBOT' IIPUPYYHHUKA 32 YUUTEJhE HajOOIJbE CBEOYM YHUBEP3AJIHOCT U CABPEMEHOCT
ujeja Koje je ayTop HM3JIO0XKHO Yy BHIy YINyTCTaBa KOja Cy M JaHac UCTO TaKoO
aKTyeJlHa M Ba)KHa, O] KOJHX HM3]/[BajaMO: YUCHUIIMMA HE JIaBaTH TOTOBA 3Hama,
Beh MX BOAMTM Ja HMX CaMHM OTKpHjy; NHTama YBEK IIOCTaBJbaTH CBHUM
YUEHHLIUMA Y OJIeJbeibY; HEeNIAXXJbUBY Jielle yenrhe Mpo3uBaTu Aa OAroBapajy; He
JKYPHUTH ca OJJrTOBOpHMA YUE€HHUKA, Behi UM JIaTH NPWIKKY Jia Pa3MHCIIE; OJITOBOPH
yUeHHKa MOpajy OUTH MOTIYHH, U Apyra. [[pUpyyHHK MOCIe OMIITHX HAa3HAKa O
paly ca y4YeHHMIMMa Yy HAcTaBH MaTeMaTHKe [aje MEeTOAMYKa YIyTCTBa 3a
HacTaBy pauyHa Kpo3 4 nenuHe: 1) Pauyn y [ paspeay wiu ca OykBapuuma; 2)
Pauyn y Il paspemy wmnm ca gacmoBuuMma; 3) Pauyn y III paspeny wmim ca
ncantupuuma U 4) Pauyn y IV paspeny rmaBuu mkona (Haromesuh 1861:
94-100).

Y npBoj yumresbcko] mkonu y Kparyjemy (1872) wmerommuko
MaTeMaTHYKo o00pa3oBame YYHUTEJbH Cy CTUIANM Yy OKBHPY IpeaMera
Memooduxa, KOju ce U3y4aBao ¥ MpBOj TOJWHE ca 3 vaca ceIMUIHO U Memooduka
u Juoaxmuxa y ApYyroj TOAMHU ca 5 yacoBa HenesbHO. IIpenaBau je Ouo CreBaH
J. Iomosuh 3a kora cToju aa je 610 ,,ucal NPBUX NPUPYYHHUKA U3 METOAUKE
MaTteMaThke 3a cprcke yuutesbe” (Byjucmh-Kuskosuh, 3espuh 2011: 152).
BeroBo cTBapanamTBO roBOpy Jia jé OKBUPY OBUX IpeaMeTa OWJI0o 3aCTYyIJBEHO
¥ METOJMYKO MaTeMaTHYKO 00pa3oBame, IITO NOKa3yjy cieaehu pagoBu:

— Ilpaxmuyno npedasarve u3 pauyna 1; 1869, beorpan, 92 crpane
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— IIpakmuuno npeoasarve uz pauyna 2; 1869, beorpan, 92 crpane

— Pauynuya 3a ocnogue wxone y Cpouju: ycmenu oeo (pyuHa Kruea 3d
yuumesne), Cs. 1, 3a | u Il paspeo, 1898, beorpan, 283 crpane

— Pauynuya 3a ocnosne wkone y Cpbuju: ycmenu oeo:(pyuna Kruza 3a
yuumese). Ce. 2, 3a IIl u IV pasped, 1897, beorpan, 364 ctpane

Y ucrom nepruony Cuma Munojesuh 1872. rogune usgaje Ynymcemeo y
NPAKMUYHOM PAdyyHary, 3a yuumesbe OCHOBHUX wikoaa, no memoou I pyboeoj.
3arum Cero3ap Muneruh usnaje cnenehe panose:

— pakxmuyan nocmynax npu nacmaeu y pauyny 3a | paspeo cpncke

Hapooue wkoae, 1877, Ilandeso.

— Ilocmynax npu nacmasu y obuunum paziomyuma, 1878, Ilandeso.

— llocmynax npu Hacmagu y OecemuuHum pasioMyuma 3a OCHOBHE
wrone, 1879, ITanueso.

— Ipaxmuyan nocmynax npu macmasu y pauyny 3a |l paspeo cpncke
Hapoone wikone, 1879, ITanyepo.

— llpaxmuyan nocmynax npu macmasu y payyHy 3a mpehu paspeo,
1880, ITanuero.

Y 20. Beky Opoj ynOeHWKa W TIPUPYyYHHKAa 3a METOJUKY HacTaBe
MaTtemaruke pacte. HaBoheme cBUX yiOeHHKa Mpemaiiryje OKBUpe OBOT pajia, ma
hemo 13 THX pasiora HOMEHYTH CaMO HEKe:

— Ayuh, C. M. (1900): 43 memooduxe pauynaroa, [IpoOCBETHH TTaCHUK.

— JoBanosuh, J. (1905): Memoouxa pauyncke Hacmase y OCHOBHO]
wxonu, JarommHa. (M3mara cy jomr naBa wu3gama 1O HA3WBOM
Memoouxa pauyncke Hacmase y Hapoowoj wxoau 1921. u 1926.
TOJTUHE.)

— MnanenoBuh, A. (1940): Memodcka ynymcmea 3a pad y OCHO8UM
wxonama. beorpan: Homur.

— JamymeBuh, M. (1946): [louemna nacmaea pauyna y OCHOBHO]
wixonu. beorpan: IIpocsera.

— Bophesuh, M., Bophesuh, XK. (1948): Memoouxa nacmase pauyna y
ocnoeHoj wxonu, beorpan: ITpocsera.

— Moauanus, I1. (1956): Memoouka nacmaee pauyna u eeomempuje 3a
yuumesncke wikone. beorpan: Homur.

[Mopen HaBeneHMX ayTopa HEONMXOJHO je moMeHyTH u paj CraHka
[IpBanoBuha, Koju je CBOjOM NPOMYKIHMjOM VYIIOGHHKAa METOJWKE HACTaBe
MaTeMaTHKe, YyHOEHHKa MaTeMaThKe 3a YYeHuKe, 30MpKM 3ajaTtaka u
NPUPYYHHUKA 32 YUUTEJbE€ OCTABHO 3HAYajaH Tpar y pa3BHjamy U yHanpehupamwy
METOJIMKEe HacTaBe MaTemMatuke y CpOouju.

3axmyuax
Kao mro ce Buau, Tpaauiuja oOpa3oBama yuuTesba y CpbOa myra je

BUIIIE Of J1Ba Beka. TOKOM OBOT Ieproia 00pa3oBame Y4HTEha CTATHO Ce
MEHmal0 M YCaBpIIaBajo, Kako y TOrJely OpraHu3aluje, Tako U y MOTJIeAY
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Tpajama U 3aCTYIJbCHOCTH OjEAMHNUX HACTABHUX MpeaMeTa. YIPKOC TOME ILTO
Memoouka nacmase mamemamuxe, Kao 1moce0aH NpeMET IMOCTOJH Y HACTABHUM
rranoBuMa Tek of 70-ux roamna 20. Beka u3 aHanmm3e oOpa3oBama yUHTEIba,
NpoAyKIHje YUOEHHKa W MPHUPYYHUKA 32 OBY HACTABY BUAMMO Ja METOIUYKO
MaTeMaTHYKO 00pa30Bame y4nTeJha HUKaJa HUje OWIIO 3all0OCTaBJHEHO U [ je
YBEK TIPECTaBJHANI0 CACTaBHU Je0 oOpa3oBama yuutespa y Cpoa.
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VYuusepsuret y [logropunu

Omnozopekn paxynrer Huxmuh

Crynujcku nporpam O0pazoBame yunTeba Crtpy4Hu pax

OBPA30OBHA ITOJIMTUKA KAO ®AKTOP
HEVCIIJEXA Y HACTABU MATEMATUKE
Y OCHOBHUM HIKOJIAMA IIPHE I'OPE

[To3naTto je nma Kpu3a ApyIITBa MPOW3BOIU Kpu3y miKoicTBa. Kako je
[PHOTOPCKO APYIITBO MOCIENkE IBHjE ACIIEHH]j€ Y CBaK0jaKo] BPCTH KpHU3e, TO
j€ ¥ IIKOJICTBO, HEMHHOBHO, MOPAJIO OCjE€TUTH MOCJbEANIE TAKBOT CTama. AKO
ce 3Ha Ja UIKOJICTBO HH TIpHje OBE JBOJCLECHMjCKE KpU3e HHUje OWMJIO MpeaMer
Oy’XKHE MaXmke IpKaBe, OHJA je jaCHO y KakBOM je cTamy jAaHac. Haumme,
00pa3oBHH pe3ynTaTd IjjenoKymHor mkonctBa y LlpHoj l'opm cy Ha Bpio
HUCKOM HHBOY, a U3 MaTeMaTUKE Cy Ha jOII HIKEM O]l YKYITHOT TPOCjeKa.

[Mopen martepujaiHe KpH3e HAcTale IMyCTONICHEM 3eMJbE KpO3 T3B.
TpaH3WLMjy, Ta JyXOBHE, KyATypHe W MopamHe kpuse, Llpuy [opy je y
IOMEHYTOM NEpHOAy 3axBaTWiia W OHAa Hajropa, IPYyrUM JpPYNITBUMA W
JIp>kaBaMa Hero3Hata — Kpu3a ujaeHTurera. Crora je MpOCBETHA BIIACT, Koja je
JIMO pyKaBHE BIIACTH, MO IIKOJICKH CHCTEM CTaBHJIA y GYHKIH]Y yUBpIINHBaba
IPHOTOPCKOT HieHauTeTa. Kax ce 0BO MMa y BHIY, JIaKO je CXBaTHTH 3aIlTO je
mkoyicTBo 'y LlpHoj 'opu y Tako JomeMm CTalkby W 3alITO, MOPEHI OIIITHX,
MHOTHM IITKOJICKUM CHCTEMHUMa CBOjCTBEHHX, HMa U crielupudHe pakTope Koju
yTU4y Ha (He)ycIjeX y HaCTaBH yOIIIITe, I1a 1 HACTaBU MaTeMaTHuKe.

Heycmjex y MmIKOJICKOM y4emy HHUje MpoOIeM caMO OCHOBHOILIKOJICKOT,
HETO M CPEIH-OIIKOJICKOT M BUCOKOIIKOJICKOT oOpa3zoBama. I Huje mpobiem
caMo MareMaTHKa, HEero roToBO CBH IPEeIMETH Koju ce yde y mkoiu. Ho,
€BUJICHTHO j€ J1a je OJf CBUX IIKOJCKMX TpeAMeTa Heycmjex HajBehu mpobiiem
yIOpaBo y TMpeaMeTy MaTeMaThuKa. Y pa3IMYuTHM MIKOJICKHM CHCTeMHMa,
Pa3INYUTOT je MHTEH3UTETA.

Ob6jammaBajyhn 3alUTO je BaKHO Ja YYCHUIM 3HAjy MaTeMaTHKy, P.
[Thenanosuh (2004: 91) cmatpa: ,,Y4eHUIM KOjU 3HA]y MAaTEMaTHKy MOTY OMTH
HEe camMo0 J0o0pu mpodecopd MaTeMaTHKE, HEro H JOOpH HHXCHEPH,
€KOHOMMCTH, JbeKapH, MpaBHULIM, aJBOKATH, CyAUje UTH. Jep mMareMaTHKa je u
HaYMH MUIUBbCHA KOJU Yy MOPY XaOoTHYHHX HH(pOpMAIMja MOXKE Ja HalpaBH
JIOTHYKU PEJl W JIOBEJE JI0 MPABHIHOT 3aKJby4Ka. 3ap TO HHjE [OCA0 jeTHOT
WHXemepa, JheKapa, Cyauje, aiBokara?

Kusumo, nakie, y BpeMeHy y KOjeM ce )KMBOT HE MOKE 3aMHUCIUTH 0e3
MaTeMaTHKe W MpHMjeHe meHuXx aocturayha. Crora mjenyje nmapajokcaaHo ja,
Ha jeIHOj CTPaHW MaTeMaTHKa CBe BHIIE Tpeba, a Ha JPyroj CTPaHu je yUYSHHIH
CBE Mame€ yue M CcBe ciaduje 3Hajy. 3amTo je To Tako? [a 6ucmo Oap JoHEKIe

“ vidaostojic.ssr@gmail.com
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CXBaTHJIM y3pOKE OBOTa W MHOTHX APYTMX Mapajokca Be3aHHX 3a HEycIjeXx,
ykazahemMo Ha OHe KJbYYHE YHHHOIE KOjU JOBOJIE IO HEyCIjexa y HacTaBd
MaTeMaTHKe YOIITe W, MOCeOHO HAa OHE KOJH Cy CHENMU(UIHOCT MIKOJICKOT
cucrema Llpne 'ope.

O6pazoBuu cucteM y LlpHoj ['opn, y KxoMe je TpaH3HWIja y3pOKOBaia
HeMasle TpoMjeHe, OpeMeHHT je mpoOiieMnMa. Bumiectpyku cy pas3mo3u 300r
KOjUX YYEHHUIM OCHOBHE IIKOJIe, U3 TOIUHE y TOAMHY, MOKa3yjy cBe ciabuju
ycIjex, W3 MaTeMaTHKe MOCeOHO.

Ommire je mo3HaTa Ynm-eHUIa 1a BehnHa yuennka y Lpuoj ['opu Hema
WHTEepecoBama 3a MareMaTuky. OBO je jemaH O jakuxX pasiora 300T KOjuX je
3HaKkEe M3 OBOT TpeAMeTa Ha HEOOMyCTHBO HHUCKOM HHMBOY. Kimma koja ce
MPEHOCH C KOJhEHa Ha KOJbEHO — Jla je MaTeMaThKa Tellka W Ja je caMo
onabpaHu MOTY caBlIajaTH, Kao na ooe30jelyje onpaBname 3a HEyUCHE, a TUME
Y OJIAKIIUILY BETMKOM OpOjy YUEHHKa IIpe]] CBOjUM POAUTEbIMA, BPLIHAIIIMa U
HACTaBHMIIMMA 3a YHAIpHjel 3aeapanmosan Heycnjex. Ho, oBo je camo jenan on
YHHWIANA KOju HHUje 0e3 yTHIlaja Ha ycmjex ydeHWKa u3 maremaruke. llopen
Bera, pakTopa HeycIjexa y NIKOJICKOM Yuely, Ila THME U Y yUelhy MaTeMaTuKe,
uMa jomr MHOro. CTora je oBa TeMa YBHjeK W3MCKHBaJIa MOCEOHY NMaXKBky PasHUX
HeJaromKuX TeOpeTnIapa CUxoora, eJarora, COUoIIora, MaTeMaTH4apa.

Y 3aBHCHOCTH OJ TEOPHJCKHX TIOCTaBKH OJ KOJUX C€ TOJa3u y
UCTpaXWBay HeEycljexa y MIKOJICKOM YYewy, y JHTepaTypu ce cycpehy
pa3iuuuTa CXBaTama 3Hadaja MojequHnX (aKkTopa HEyCIjexa, Kao U Pa3InIuTh
HAYMHU FHUXOBe Kiacudukanuje. Ha ocHOBY mpoydaBaHe IuTepaType Koja
TpeTupa MpoOJieM IIKOJCKOT HEeycIjexa YOITe, KOHCTaTyjeMo Ja cy, 300r
Pa3IMYUTHX TEOPHUjCKUX IPHCTYMa, HAMpaBJbeHE pa3lInuuTe Kiacupukarje
y3poKa Heycmjexa, pa3iuuuTe JAeHUHUIMje Heycljexa, pasIHduTe METOJe
uACHTU(UKOBamka ClIaduX YyuYeHHKa, Pa3IMYUTH TPEJIo3u 3a Cy30ujame
HeycIjexa UTI.

C 003upoM Ha YMILEHHIY /1a j€é TAKCOHOMCKH MOJIENl HAjIOAECHUjH 3a
MpoydYaBame OPOJHHUX U Pa3NUIUTUX (PaKTOpa yTHIIAja HA HEYCIjeX Y IIKOJICKOM
yuemy, HCTPOXKWBA4YM OBE OOJIACTH MPABWJIM Cy pa3He Kiacupukaiuje, U 1o
pa3NMYUTUM OCHOBaMa. Pa3BpcTaBaHe Cy Ha OCHOBY MCXOIMINTA — OJaKIe
notndyy (00jeKTHBHE HEjeTHAKOCTH, CyOjeKTHBHE HEjeIHAKOCTH), Ha OCHOBY
OHOTa Ha mTa yTH4y (nocturayhe, MOTHBaIMja, TPAJHOCT 3HAMbA,...), HA OCHOBY
cHaze yTHIAja (KIJbYYHH, MMapa3uTCKU) UTA. [learomku TeopeThvapu Cy X
nocMaTpalii Kao O3UTHBHE M HETaTHBHE, CIIOJbALIE U YHYTPAIIbEe, JUPEKTHE
M WHAMPEKTHE, KJbY4YHE U TMapasuTcke, OOjeKTUBHE M CyOjeKTHBHE,
JPYIITBEHOCKOHOMCKE, IEJaroliKe W  TOPOJWYHE, WHTENCKTyalHe W
HEHHTEJIEKTyalHe, eKCTEpHE U MHTEPHE.

Knacudukanujom y3pounuka Heycrjexa y MIKOJICKOM yUYely yOIIITe U
y yuemhy MaTeMmaTuke, CIeldjaiHo, OaBWIIM Cy ce MHOTH. 300T pa3iHYUTHX
TEOPHjCKHUX MPHUCTYTIA, HANIPABIbEHE CY M paziauuuTe onmre knacupukamnmje. On
MHOTHX Kiacudpukanuja ¢akropa Heycijexa, koje cpehemMo y Ieaaromkoj
JUTEepaTypH, moMeHnyhemo camo Heke.
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O6pazosna noaumuka Kao Qaxkmop neycnjexa y
Hacmasu mamemamuxe y oCHo8HUM wkonama Llpue I'ope

Y paHHjo] TpaAMLMOHAIHO] AWAAKTUYKO] TEOPHUjH TOBOPHIO C€ O
(hakTopMa HACTABHOT TpOIEeca Kao OuUOaKmu4Kom mpoyany y Koju cnaaajy: 1.
HACTAaBHUK, 2. YICHUK ¥ 3. HACTaBHH CaApPXKajH.

KacHmje cy mpocBjeTHE BIACTM M NENArolllK  TEOpeTHYapH
TPAJANIMOHAIHOT IIKOJICTBA, Y3pOKE HEYyCIjeXa CBPCTaBANIN y JBHjE BEIUKE
rpyne: 1. excrepHu (akTopu (COUMONONMIKA, EKOHOMCKH, reorpadcku u
KyJATYpHH UYWHHOLUM) M 2. WHTCPHH (AKTOPH WM JIMYHE HEjCAHAKOCTH
(TjenecHu, NCUXOJOMIKH, CEH30pHHU U MeHTaH! ynHuoun) (Casuma 2000: 77).

CaBpemeHa qUIaKTHYKa TEOpHja cMaTpa Jia je TPaIuIMOHATHA T0]]jena
¢axTopa Heycrjexa y IIKOJCKOM Y4Yely OTpaHHYEHOT KapakTepa W3 pasjora
IITO HAa HACTAaBHU IPOIEC, a TUME U YCIjeX y y4yewmy, yTU4y U MHOTH OPYTH
¢dakropu, kKao mTO Cy: 1. MOpPOAWYHE TPWIMKE YYEHHKa, 2. IIKOJE 3a
oOpa3oBame HACTaBHHMKA, 3. HHBO Pa3BUjEHOCTH Mearoiike Hayke, 4. HHBO
pPa3BUjEHOCTH TEXHHKE U TEXHOJIOTHje, OJHOCHO OOraTCTBO HAaCTaBHUX
cpelcTaBa W IoMaraiga, S5.MaTepujaJlHa OCHOBa HACTaBHOT pajia Koja je
yCJIOBJbEHAa €KOHOMCKOM CHTYAaIlHjOM H TIOJUTHYKAM HpPHINKaMa y ApKaBH H
np. Cu momenyTH (akropu, npoxumajyhu ce, yruday Ha (He)ycIjex yu4eHHKa Yy
mkosu. Crora, CcaBpeMEHM TMEAArolIKA TEOopeTHYapu CcMmaTpajy Jna je
cBeoOyxBaTHHja Tofjena ¢akTopa Heycljexa y OIKOJICKOM ydemy Ha: 1.
cyOjeKkTrBHE, 2. 00jeKTUBHE, 3. TUpeKTHE U 4. HHAUPEKTHE.

OHO MTO je KapaKTEPUCTHYHO 33 OBY MOCJbE/bY MOJjENy jecTe Aa OHa
HUje W3BpIIEHa 10 KCTOM OCHOBy. Hamme, mopjena Ha CyOjeKTHBHE U
o0jekTuBHE (haKTOpE j€ MmojIjena Ha OCHOBY FbUXOBOT MCXOJMIITA K U3BOPA, a
JUpEKTHE M WHIUpPEKTHE (akTope pazjivKyjeMo MO TOME Jia JH YTHYy Ha
HEYCIjeX Y y4eHYy HEeIOCPEIHO WIH NApa3umcKu, Ipeko HeKor Apyror ¢akropa.

I1. CrojakoBuh (1983: 47) daxTope Koju yTudy Ha (He)ycIjex y yuemy
JIUjeN y TPU BelluKe rpyne. Y npBoj cy (HakTopu Be3aHH 3a JIMYHOCT YUCHHKA
(y3pacr, ClIOCOOHOCTH 3a yueme U JIpyre JUuHe KapakTepuctuke). Apyry rpymy
yrHe (aKTOpH KOjU Cy BE3aHH 3a CpeInHy (OKpYXKeme, CXBaTamba 0 00pa3oBamy
mianux). Tpehy rpynmy umHe ¢akTopu Be3aHH ca caapXajuMa | 3aJaluMa
yuema (CI0KEHOCT MaTepHuje Koja Ce y4H, JOTHUKa CTPYKTypa cajapikaja u Jp.).
AyTOp HarjamiaBa MpPOKMMambe M YCIOBJBEHOCT CBHX HABEJCHUX TIpyma
YUHUJIALA.

Jb. Komuh (1988: 317) cmarpa na ce OpOjHM YMHHOIM KOjH YTHYY Ha
(He)ycmjex ydeHHKa MOTY, Y 3aBUCHOCTH OJI TOTa OJIaKjie TMOTHYY, CBPCTaTU y
YEeTUpHU Tpyme. ,JenHu ce, Tako, MOT'Yy BE3UBATH 3a CaMOr YUEHHUKa, 32 HETOBE
CIOCOOHOCTH, MOTHUBHCAHOCT, NPETXOJHA 3HaWma U Ap. pyru mpouctudy w3
MOPOAUYHHUX yCiIoBa (0Opa3oBHM HHUBO POAUTEIhA, aTMocdepa y TMOPOIHUIIH,
MaTepHjajHe MPWINKe, MOTYRHOCTH M CIIPEMHOCT POIUTEba Aa MpYKe ACTETY
notpedny nomoh u ci.). Tpehy rpyny unMHEe OHM YMHHMOLM KOjU MpPOM3JIase U3
JIeNIOBamka IUpe JPYUITBEHE cpeauHe (KYJITypHH HUBO CPEJMHE, Pa3BUjeHOCT
CpeJIHE, YCIOBH KHMBOTA M pajia y HOj | cil.). UeTBpTa rpylna YnHHUIIANA Be3yje
ce 3a pajJ IIKOJa M HAcTaBHUKA (NPUIPEMIBEHOCT HACTaBHHKA 33 BACIIUTHO-
00pa3oBHM paj W KBAIUTET TOra paja, OpraHu3anyja BacHHUTHO-OOPa30BHOT
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pana, mpUMeHa CaBPEMEHHMX METO/a M CpelcTaBa Yy BaCHUTHO-OOPa30BHOM
nporecy, OJHOCH HM3Mel)y ydeHWka M HacTaBHHKA, IEIOKYIMHa arMocdepa y
IIKOJIK ¥ ZIp.). Y YMHHOIE KOjH UMajy YTHIIaja Ha yCIleX YIeHWKa CBaKako Tpeda
yOpojuTH W Tporpame, BUXOBY aJIeKBATHOCT W MPUMEPEHOCT y3pacTy, Kao H
KBAJINTET YIOCHUKA U IPUPYYHHUKA KOjUMA C€ KOPHCTE YIESHHIH.

CnnyHy mofjeny YMHUIANA, ca HE3HATHOM PAa3IMKOM Yy BpEIHOBAbY
yTulaja HeKux noAdakTopa Ha ycmjex y yuewy, npasu u JI. Aypuh (1989: 59—
66).

H. Hlapanosuh-boxxanosuh (1984: 38) cmarpa ma y3poke Heycljexa
Tpeba MCTpakuBaTH y OKBHPY cibenehux kareropuja: 1. IpyImTBEHOEKOHOMCKH
OJIHOCH, 2. MOpOAHUIia, 3. BaCMHUTHO-0OPA30BHH YTUIAjU Y OKBUPY IIKOJIC H 4.
cy0jeKTUBHU (aKTOpH YICHHUKA.

[IpoyuaBajyhu daxrope (He)ycmjexa qapoBUTHX y4ueHHKA, b. Bopheruh
(1995: 16) cmatpa 1a ux Tpeba HCTPAKHUBATH y JIBjeMa OCHOBHHUM obyacTuMa: 1.
y3poI y 00JIaCTH CBOjCTaBa JIMYHOCTH M 2. Y3pOLU y OOJACTH JPYIITBEHOT
(conmjanmHoT) amOwmjeHTa, Thje yOpaja IIKONy, HMOPOIUILY, HIMPY JPYIITBEHY
3ajeIHUILY UT]I..

IIpoyuaBajyhu ycmjex y4eHHWKa W3 MaTeMaTHKE KOJ Hac U Y CBHUjETY,
JONIO Ce 10 3aKkJbydka, Ja Haj0oJkba KOMOWHAIWja  YYEHHUKOBHUX
MHTEJIEKTYalIHUX croco0HOCTH 00e30elyje camo oko 50% ycmjexa y HIKOJICKOM
yuewy. Octano 50% ycmjexa 3aBUCH OJ T3B. HeMHTeNeKTyanHux (akropa. C
003WpOM Ha OBy YHWIEHHIlY, HAjONIITHja TOJjeNla Y3pOYHHWKA HEycIjexa y
IIKOJICKOM Yy4Yelby Ma THME W M3 MaTeMaTHKe je Ha: 1. WHTeleKTyalHe H 2.
HenHTenekTyanHe gakrope (Munomesuh, Jamerosuh 2003: 166).

Ha ocHoBy aHanu3upaHe JuTeparype, 3BaHHYHHUX pe3yJiTara ycrjexa u3
MaTeMaTHKe NoOMjeHuX Ha ocHoBy MelyHaponuux tectupama (IIMCA 2006,
2009) m pesynraTa eKCTepHHUX TecTupama ydeHwka y LlpHoj [opu, 3atum
JUYHOT MCKYCTBa TOKOM pajia — MPBO y TUMHA3HjH, & TIOTOM Ha YUYHUTEIHCKOM
oncjexky @unozodekor pakynrera y Hukmuhy (kako Ha MaTeMaTHIIN, TAKO W Ha
METO/IMIIM HACTaBE MaTEMAaTHKE), MOKEMO KOHCTATOBATH:

1. na je Heycmjex y HactaBu maremaruke y LlpHoj ['opu, He camo y
OCHOBHO] IIIKOJIH, BPJIO €BHACHTAH M U3 FOIMHE y TOIUHY CBE Behu;

2. 1a Ha OBaj WJIM OHA] HAYHH, IUPEKTHO WM WHIUPEKTHO, HajBehu Opoj
¢dakTopa Koju YTHUYy Ha OBaKO ToOpaxkaBajyhu Kpajibl pe3ylnTar HacTaBe
MaTeMaTHhKe, UMa aopecy CMAaHo8ard y OOpPA30BHO] IOJIMTHIIN, OJHOCHO Y
HEOATOBOPHOM OJHOCY UIKOJCKMX (a TUME M JpKaBHUX) BJIACTH IIpeMa
o0pazoBamy;

3. crameM y o0pa3oBamy, Iakie U KPU30M Yy mbeMy, y Hajeeho] mjepu
yIpaBjba YOBjEK — KOHKPETHO ILKOJICKE BJIACTH, T€ Cy CTOTA U IJIaBHU KPUBLH 3
M3Pa3UTO JIOLIE CTAE Y HACTABU, HE CAMO MaTEMaTHKe.

Kako ¢akropu Heycrjexa y HacTaBU MaTeMaTHKe, HHjecy MaTeMaThKa,
TO UX MAaTEMAaTHYKH MPENU3HO HUje HU Moryhe kinacudukoBaT. 13 HEKOIUKO
NOMEHYTHX Kiacu(UKaluja BUIM CE Ja UX IEJarollKy TeOpeTHYapu, Mame-
BHUIIIE, CIIMYHO Pa3BpcTaBajy. YnHu ce ga mojjerna, Ha:
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1. uHTENeKTyaHe, OAHOCHO Cy0jeKTUBHE U

2. HEeMHTETEKTyaJ He, OTHOCHO 00jeKTHBHE,

Koja je HajOmmka wHaBeneHoj mnoxjenu b. Dophesuh, HajboBe
pasrpaHn4aBa TOAPYYja OArOBOPHOCTH 32 HEYCIjeX Yy HACTaBH MaTeMaTHKE.
Yocranom, y ciydajy KaJ ce TOTOBO HHINTa HE YMHU Ha CIMMUHHCAY YTHIAja
HEeTaTUBHHUX (akTopa HA O0Opa3oBHE pe3yiITaTe YYeHHKa, MAaTeMaTHIKH
npenu3Ha nogjena ¢akTopa Heycmjexa Huje Hu HajBaxxHuja. [1oroToBo je mame
Ba)XKHA Y OHOCY Ha YMILCHUILY 114, JOK MENArollkd TeOPETUYapH TEOPETUILY U
pa3BpcTaBajy, (akTopu Heycljexa ce yuspuiyjy W yMHOXKAaBajy, MPOCBETHE
BIacTu 100po 3apalyjy MOK WM HHTEpecoBame 3a MIKOJICTBO Omajna, a hadko
He3Hame MaTeMaTuke pacte. OIroBOPHU 3a IIKOJCTBO C€, JaKie, TOHAIIAjy TI0
cuctemy Ceno eopu, a baba ce wewisba. Mu OHCMO TOIANH, U Y)KUBAjy Y CBOM
Omarocramy U haukoMm He3HamY!

Y Tpynmy HHTENEKTyaIHUX WIH CyOjeKTUBHHUX (akTopa cranajy
CIOCOOHOCTH, MPENAUCIIO3NIINjE, UHTEICKTYATHH, COUUjaTHM U EMOIMOHATHU
pa3Boj, yOIIITe KOTHUTHBHE CITIOCOOHOCTH YUEHUKA, JETHOM pHjed]jy, YICHUKOBE
JTUYHEe KapakTepucTuke. Kako je Hama omiaguHa YriaBHOM MPHUPOTHO
HajapeHa v Ha cpehy Mamu Opoj Ajeiie UMa CMETHE Y ICUXO(PU3UIKOM Pa3Bojy,
TO Cy OOjeKTHBHH, OIHOCHO HEHWHTENeKTyanHdu (akropu mpeoBiahyjyhu wu
Hajoo2060pHUju 32 HEyCIjeX y IIKOJCTBY YONIITE, THM IpHje y HACTaBU
MaTeMaTHKe.

HewunTenekryannu ¢axkropu Heycrjexa HpOUCTUYY H3 1. OKOJHOCTH Y
HNOPOIMYHOj CPEAMHH, Ca jeHE CTpaHe, W M3 2. OKOJHOCTH Y IIKOJCKOM
cucremy ((akTopu MeAaromKkor Kapakrepa), ca apyre. M jeqHu u apyru y3poru
NpUNaiajy o0JIacTH APYIITBEHOT aMOHjEHTA.

Pa3Boj mjerie moj (HE)OBOJBHUM JKUBOTHHM yCIIOBHMA HE YTHYE CaMO
Ha (U3UYKO PACTCHEC M Ca3pHjeBambe, HETO M HAa MHTEJICKTYaJlHU, COIHjaJIHU U
eMOITMOHAIIHY pa3Boj. Ctora (hakTopy Be3aHW 3a MOPOJUYHE MPHIUKE UMajy U
TE KaKO Be3€ ca YCIjeXOM YYCHHKAa y HIKOJIU. Y MOPOIUYHE MPUINKE CIIaIajy
MarepujajJHe TPHIMKEe MOpOIWIe M TOpPOAMYHM ofHOocH. Ha  omHoce y
MOPOJIMIIN, OJHOCHO TOPOJIMYHY aTMOocdepy, y BEIHKO] Mjepu yTHYe caM HhEH
COIIMOCKOHOMCKH ~CTaryc. AKO Cy MarepHjajlHe TMpPWINKE Yy MOPOAUIH
3a/10BoJbaBajyhe, Mame je ¢pycTpanyja ma je KIuMa 3a pacT, pa3Boj U y4eme
KO/ Jjelie ONTHMAallHUja, IITO CBAKaKO MOBOJFHO yTHUYE HA HIKOJCKU YCIIjeX.
Kako  marepwjamau  cTaryc  TOpOAMIlE  yYMHOTOME  3aBUCH  Of
JPYLIITBEHOEKOHOMCKOT CHCTeMa Jp)kaBe, TO Ou ce morio pehu jaa je 3HaTaH
0poj dakropa Heycmjexa, KOju MPOUCTUYY M3 HOPOAWYHUX YCIIOBA, Y3POKOBaH
JIPYIITBEHOCKOHOMCKUM  ypehereM JnpkaBe W OpPHIOM HEHUX BIACTH O
COLIMOEKOHOMCKOM cTaTycy rpalana.

[Ipenmer nHame naxxme Ouhe, nakie, oHKM (GaKTOPHU HEYyCIjexa y HaCTaBU
MaTeMaTHKe, KOjU CY Y3POKOBaHH OJIHOCOM JIPYIITBA, PHj€ CBEra MPOCBETHUX
BJacTH, mpema oOpasoBamy. CBe Te (akrope MOXKEMO O3HAYUTH jEIHUM
UMEHOM: 00pA306HA NOIUMUKA.
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®akTop 00pa3oBHa MOMUTHKA CHaJa Yy HEHHTENEKTyalHe WIN
objekTuBHE (hakTOpe HEeycmjexa y HacTaBu mareMaruke. OBaj GakTop MOKpUBa
BeIWKH Opoj moTdakTopa Koju yThdy Ha Heycmjex. llpemmsamje, daxtop
o0pa3oBHAa MOJNMTHKA TMPEACTaBJba HAT(AKTOp, OAHOCHO 3ajeJHHYKO HME 32
MHOTO KJbYYHHX W TApa3sUTCKUX, TUPEKTHUX W HHAWPEKTHHX (akTopa
HeycIjexa, KOjHu Cy pe3ysITaT IpOoITycTa TOTOBO HCKJBYYHBO MPOCBETHUX BIIACTH.
Hexu o ¢akropa u3 oBe kiace Cy CBOjCTBEHH U IPYTUM IIKOJICKUM CUCTEMHUMA,
a HeKu cy cnenuduuHocT ImKojickor cucreMa y LlpHoj lopu. Jla nu ce, onxa,
Moke 3akJpyunTn na y Lproj ['opu nma (6pojuano) Buie dakTopa HEycIjexa y
HACTaBM MaTeMaTHKe, Hero Apyraje? JemHo je CHTYpHO: MITO je BHile ¢akTopa
HeycIjexa, To je u Heycnjex Behu. U curypHo je na ux uma MHOTO. M Ma K0JIMKo
Jla ©X HaOpojuMoO, U Ma Kako Na uX mopehamo, cTuuemMo yTHCak Ja ce paiau o
HenpeOpojUBOM W CByJa TYCTOM CKyIy. Jep, yBHjeK ce I0jaBU HEKHU
HETMIOMEHYTH, MaKap M HE3HATHO 3HayajaH, KOjU napasumupa Ha HEKOM O]
KJbY4HHX, Beh momeHyTnx ¢akropa mnm notdakropa. C 003upoM Ha OBY
YUHCHHITY, NpOyYaBame QakTopa KOjU YTUYy Ha (HE)ycmjeX y HaCTaBH
MaTeMaTHKe, a Yy3pOKOBaHHM Cy OOpa3oBHOM TMOJUTHKOM IIKOJCKHX (M
JIP’)KaBHUX) BJIACTH, 3aXTHjeBa MHOTO IIUPY H MHOAPOOHHUjy emabopanujy. Y
OBOM pany momMeHyhemo camo Heke, KOje je JOHHUO HO8U cucmem obpa3oearsa,
OJHOCHO FHCTOBH MpoTaroHucTH. OcoOMHE HOBOT IIKOJCKOT CHCTEMa —
JIEBETOTOTUIIIELE OCHOBHE ILIKOJIE, IPOMCTEKIIE CYy U3 MPOKJIAaMOBaHUX ,,l{nibeBa
npoMjeHa oOpazoBama” (Kmura mpomjena 2001), Te ce muUMa MOTy U
o0jacHUTH.

Meby rnaBHUM y3pOdHUIIMMA HEYCIjeXa Y HACTaBU MaTeMaTHKe Cy OHH
KOjH Cy y Be3H ca:
. 0cOOMHAaMa IIKOJICKOT CHCTeMa,
. OpraHU3aIjoM pajia y mKojJama,
. CBOjCTBHMMa HACTaBHUKA,
. (He)cTpy4HOM 3acTyIUbeHOIThY HaCTaBHUKA,
KOHIIEMIIMjOM M CBOjCTBHMA YIIOEHUKA,
. KITUMOM Y IIIKOJICKO] CpeINHH,
. KOHIIETIIIMjOM HACTaBHUX IJIAaHOBA M IIPOTpama,
. HAYMHUMA MCIIUTUBAKkA M 00JIHIIMMA OLfjCHhUBaba,
. YIIUCHOM TIOJINTHKOM Ha YYUTEJHCKU U HaCTaBHHYKE (pakyinrere,
0. obpazoBameM yunTesha U HACTABHUKA,
1. T3B. mOeMyKAIHjOM,

12. maTepujaiHUM CTamkEM IIKOJICTBA,

13. 3aKOHCKHM TIPONHCUMA,

14. monuTHUKOM 3amolIbaBama,

15. MHKITY3UBHOM HacTaBOM,

16. cucTeMOM BPHjEIHOCTH...

butHo je HamoMeHyTH aa CBH  (DAKTOPH HeEycCIjexa y HacTaBu
MaTeMaTHKe, 4YHMjeé CMO Yy3pOKEe IIOMEHYJIM, M MHOTM HENOMEHYTH, HHUjecy
NPEeU3HO HMMEHOBaHW (Kao YIHCHA TOJNUTHKA, PEIMMO), ajh je HHX0Ba

PR OONOOTAWN R
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uaeHTH(UKaLMja HECTIOPHA, O] YCIOBOM Jia ce OJIM)Ke OTHIIE BUXOBO JIEjCTBO
Ha (He)ycmjex y yuemy marematuke. OcuM Tora, HUjemaH on ¢akTopa ce He
MO’K€ M30JI0BAHO TIOCMATpaTH, jep ce Mel)ycoOHO MmpoxuMajy M yCIIOBJbaBajy U
MHOTH OJ1 lbUX CY MOT(HAKTOPH BHUILIE PA3IUUUTUX (aKTOpA.

Hcrpaxyjyhu y3poke Heycljexa y IIKOJICKOM VyYelwy, MeAaromku
TEOpeTHYapH Cy, aHAIM3HUPajyhul IIKOJICKEe CUCTeMe, TOj aHaJU3W /aBajiil Imedyar
CBOjUX CTaBoBa. Tako, AOK Cy MO TPaJUIMOHAIHUM CXBaTambHMa HCTPAKHUBAYa,
YVUEHHIIM TJaBHM KPHBILM 32 COINCTBEHH Heycmjex (,,Hehe ma yue!™), motne y
HOBHje BpHjeMe Tmpeosnaljyje cTaB CympoTaH TpPaAWIHOHATHOM — ,Jia Cy 3a
HEyCIleX OJITOBOPHM OHHU KOjU HOPMHPAjy W OPraHU3yjy IIKOJCKH paj, KOju
u3pallyjy W mpumpeMajy HacTaBHa CpeAcTBa W IloMarana, HacTaBHUIIM,
pomutessy, ApymTBeHN QakTopu’ (Makcumosuh 2008: 450).

be3 cymme 1a je TpAMIMOHATHH IIKOJCKHA CHCTEM MMao ClIabdoCTH U
MEeNarolikor KapakTepa ailu je, mopen Tora, mMao W nobpux crpana. He
aHanmM3upajyhu afiekBaTHO TpPaJAWIMOHATHHM MIKOJICKA CHCTEM, Kako OM ce y
BEMy TOMPaBWIO OHO IITO HHUje JOOpO W 3aapikajo CBE OHO IITO Baba,
mkosicke Biactu y Llpuoj Topu cy 2000. rogmbe y 24 OCHOBHE IIKOJIE
eKCIIepUMEHTATHO yBene pedopmy moxa HasmBoMm Step by step (Kopak mo
kopak).” OBa pedopMa ce OJHOCHIA HA NpBA TPH Pa3peia OCHOBHE IIKOJE.
OcuM HE3HaTHUX H3MjeHa y IUIaHy, NPOTpaMy W OpraHH3aliji HACTaBe,
HajyneyaTJbUBYja HeHa KapaKTepUCTHKa Ouila je pacropes cToiioBa (HUje 0o
KITyTIa) ¥ yueHnKa y yarnoHurm. Kako Ou mpotaroHucTy oBe pedopMe ocTaBmiiu
CHaXaH yTHcak jaa je Step by Step moHHO HeKy BenMKy HOBHHY y HACTaBH,
YYCHHUIM CYy Y YYHOHHUIIAMA CjeIMIM OKO OKPYIVIMX CTOJIOBa (Kao y KadaHu).
Taxko je no6pom aujeny haka npBaka, u oHux jgo tpeher paspena, Tabia crajaia
OykBamHOo u3a neha. Huje motpebHO oOjamimaBaTi KOJUKO Cy OHUM MAalTUIIAHU
KOjUMa je yuuTesbHIa, u3a Jieha, mo Tadiu ucnucuBaia npee Opojese, MOTIIH Jia
je mpate u cxBarte. [loceOHO je 3aHUMJBMBO Kako Cy TpHUCTaIHIE OBe pedopme
OpaHWIIe MOOepHO Ccjeliehe y YUYHOHUIH: ,,MOory Ja MOMaKkHy CTOJHIE U Jia ce
nckoce (yueHuIn)“. BUTHO je HaOMEHYTH U TO J1a Cy Jijela 3a BpHjeMe HacTaBe
MorJia cIo0OJHO HIeTaTH MO YYHOHHIM, He ctuuyhu ocjehaj na je y muramy
mKojJa — aMOMjeHT Maino 030uipHHju of Bpruha. OBo je Omma orexkaBajyha
OKOJIHOCT jep Cy ce, NpeJackoM Ha TPaJUIMOHAIHU IIKOJICKH CHUCTEM Y
YETBPTOM paspelly TEIIKO HAaBUKaBalM Ha IIKOJICKY JUCIUIUIMHY, INTO je
YTHLIAJIO0 Ha NMaxmy U yueme. [1o3HaTo je aa ajena o tpeher paspena ocHOBHE
IIKOJIE HeMajy mpoliieMa ca pa3yMHjeBambeM M YUCHEM MaTeMaTHke, a Ja y
YETBPTOM pa3pely ycrjex Hario onaja. 300r dera je To Tako? YUuTeJbU KOjH Cy
BOJWJIM TEHEpaldje MOMeHyTe pedopMme, CMaTpajy Aa Cy HauyuH Cjeema U
HeOucyuniuHa y YYMOHHMIM [0 3aBpuietka Tpeher paspena, mopen oCTanmx
(axTopa, UMaNy U T€ KaKaB yTHLA].

! Cam masuB pedopme ymyhyje Ha meHO nopujexio, Kao W Ha ECHOT
¢unancujepa. Hanme, npaBumna pedhopme cy HaMm cTuria ca 3amnaja, a GuHaHCcHpaa jy je
dhonmammja Copom?!
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ITo m3nacky mere reHepanuje pepopma Step by step je, kao u mHore
npeTxojaHe, 0e3 MKakBe 3BaHMYHE aHaIM3e OOpPA30BHHUX pE3yliTara, YKHHYTA.
3amTo je yKMHyTa, HUKO Off TIPOCBETHHX BIACTH HHjE€ HAIIao 3a CXOIHO Ja
o0jacan uctuM onuM Tpahanuma Llpue ['ope, kojuma cy, meT roAWHA paHHje
eKCnepmcKy mumMosy Ha CBa 3BOHA TPOMOBHCAIN CHACOHOCHY TIKOJCKY
pedbopmy Step by step. Ho mocmarpajyhu omamajyhy dbyHKIHjy U3 roauHe y
TO/IMHY, KOja TPENCTaBJba IIKOJCKH YCIjeX yYCHUKA U3 MaTeMaTHKE, U JIaudKa
jaBHOCT je Jako Moria nohu 10 0ap jeIHOT JIOTMYHOT 3aKJbydKa O Pasiiory
VKUJama, Makap OH M He Ouo mpaBu. Heka Ham Oyne nomymreHo ja
MPETIIOCTaBUMO [Ia j€ Tpajaja Ta4HO OHOJHMKO KONHKO je Tpajano (CopomieBux)
napa. A 1a ogBojuiie 0ap 3a jeJHy IPUCTOjHY IIKOJICKY Ta0JIy Ha KOjOj C& MOXKe
ypaauTH jeJaH YUTaB MaTeMaTHykd Tpobiem, Oe3 Opucama Tabne, ma maa
Ka)KEMO: KOPHCTHIIA j€ HellITo U oBa pedopma.

Hexomnuko roguna mpuje okoHuama pedopme Step by step, ysenena je
HOBa IIKOJICKa pedopma ,,JleBeToroanima OCHOBHA 1mKona“. HapaBHo, omert y3
BCIMKO AaHTKOBAE HE3A00MIA3HUX eKCHEPMCKUX mMumMosd, W OIeT Y3
oOpasnoxema 1a Hema 6omee wiKoIckoe cucmema. Tako cy y OHUIM OCHOBHUM
IIKOJaMa y KojuMa je jorr Tpajama pedopma Step by step, mekomnwko romuma
HCTOBPEMEHO €T3UCTHUPAa TPU Pa3IMUKTa IIKOJICKA CUCTEMA: TPAIUIMOHAITHH,
Step by step u JleBeroroauiima ocHOBHA Mikosia. OBaj HEMEIaromKy MOAyXBatT
IIKOJICKAX BJIACTH H3a3Ba0 je BEJIMKE MpoOJieMe Yy OpraHu3alldjd HacTaBe,
noceOHO y OHMM IIKOJaMa y Kojuma je jomr Tpajana pedopma Step by step.
PasnuuuTH MIKOJCKM CHCTEMH HW3UCKUBAIM Cy MHOTO BHIIE HAmopa OKO
opraHu3oBama cMjeHa, o0e30jehuBama IIKOJICKOT TNpocTopa, yckiahupama
4yacoBa HACTaBHHUIIMMA WTA. 300r OBakBHX MpolOjieMa IIKOJEe Cy Mopaie
OpPraHU30BaTH HACTaBy Yy YETHUPH CMjCHE, Y3 JTHCBHH MMOUYETAK HACTaBe y IMOJia
ocam. Crora je Tpka OKO 3ay3MMama yYHOHHUIIA, He Ou Ju ce Oap moya vaca
onpkajo, Ouina roToBo cBakojHeBHa. OBy cuTyanujy HajooJbe je (Kpo3 Iiaiy),
Joyapana jenHa yuwmresbuua u3 OcHoBHe mkoie ,Jlyka CumonoBuh® u3
Hukmuha, pujeunma: ,, UM yrpaOum mpa3Hy YYHOHHUIYy OJMax je, 3ajeHO ca
hanmma, 3ayzumam. Kag Mu Heko 3aKkyla Ha BpaTa U I0jaBH Ce, CaMo TJIeAaM je
JIY jadu OJ] MEHe™...

Hu 3aBpmierkom pedopme Step by step, mpo6iiem mpoctopa y rpaackum
nKoJjiama (CE0oCKe Cy OJaBHO TOJIyIIpa3He WK 3aTBOPEHE), HHUjE PHUjeIIeH, jep ce
noeehamem Opoja paspena (aeser), nopehao Opoj yuenuka. Behu 6poj ydenunka
y LIKOJIK, 3Ha4HO je nmoBehame Opoja yueHHKa U y oebemhuMa. Tako je yMjecTo
cMamMBamka Ha onTuManaH Opoj (Oko aBajeceT), Opoj yueHHKa y OleJbeHhHMa
HEPHJETKO pacTao M OJf TPUAECET IMET 0 YeTpaeceT. Y OBako MpeOyKUpaHUM
YYHOHHMI]AMa HAcTaBa MaTeMaTHKe Koja, Kao IO MPaBHILy, OJl YSTBPTOT pa3pena
3a MHOTE€ YYEHHKE TI0CTaje HayK, TEIIKO MOXe Aatu jpoope pesynrare. Crora je
peOyKUPaHOCT OJe/beiba jenan o (hakTopa Heycljexa y HaCTaBd MaTeMaTHKe.
OBaj HemNeJaromky MOTe3 MIKOJICKUX BJIaCTH — Jia OJeJbeha Opoje BHIIE O]
TPUIECET YYCHUKA, TIOBJIAYM 32 COOOM jOLI MHOTO y3pOKa Heycljexa y HacTaBH
MaTeMaThke. JedaH on HHMX je HeMOrylHOCT HacTaBHHMKA Ja CBE YUYCHHKE
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0aroBpeMEHO WCIUTa, Ja WM T[IOMOTHE Y CaBlajaBakby MaTeMaTHYKUX
oreparyja, pa3yMujeBamby MaTEMaTHYKHAX TI0jMOBA, 1a UM MPY>KH BHIIE [TAHCH
Jla Hayde, 1a OoJbe cariena MOTyhHOCTH CBakKOT OX BbUX M KOJHKO-TOJIMKO MX
peanHo onujeHu. Y HeIOCTaTKy BpeMeHa 3a (o0aBe3yjyhe) oljemuBame CBaKOT
Oll HUX, HACTABHUIIM YECTO MPHUOjeraBajy CndcOHOCHUM TIOTE€3WUMa — YM)ecTo
YCMEHOT UCIHUTHBAama /1ajy KOHTPOIHE 33[aTKe U N0OWjeHe OIfjeHe YIHCYjy Kao
omjeHe Ha ycMeHOM. Ho, omjeHa ca KOHTPOJHOT 3aJaTKa YeCTO HHje peaiHa
KOJIMKO OIjeHa ca YCMEHOT OJIroBapama, U3 pasJiora mTo camMa CUTyaluja Ia UM
je 3aKa3aHO CaMOCTAallHO pelIaBame 3aJaTaka (3BaJ0 C€ OHO KOHTPOJIHU HIIH
MMUCMEHH, CBEjEHO), YeCTO M3a3WBa CTPEC W TPeMy, 300T KOje MHOTH, Mambe
CUTYpHH yYeHHMIIH, onoane. pyru gakrop koju 3Ha4ajHO yTHUe Ha (HE)ycmjex
y HacTaBU MaTeMaTHKe, y3pOoKoBaH Takole HemoryhHomhy HacTaBHHKA /Ja CBE
yYeHUKe y MpeOyKUpaHOM OZIeJhehY Ha BpPHjeMe UCIUTA U OLH]jE€HH, jeCTe YeCTO
3aKa3WBame BaHPEIHUX YacoBa, T3B. NpeTdacoBa. Hamme, na Ou cBe ycmuo
OLIMjCHUTHU Y OJICJbCEbY O] OJIN3Yy YETPIECET yYCHUKA, HACTABHUK HEPHjETKO OJT
BUX 3aXTHjeBa Ja nohy Ha mperdac. OBO ca jeHe CTpaHe 3HauyajHO omnTepehyje
noHako omntepehieHy qHEBHYy HOpPMY 4YacoBa, a ca JApyre W3UCKyje oA Jjere Jaa
MHOTO paHHje YCTajy. A UYHICHHUIA je Ja U yoOWdYajeHH Moja3aK y LIKOIY
3aXTHjeBa MIPEpPaHO yCTajame W, 3a MaJUIIaHe — OCHOBIIE, CTPECHY CHUTYaIlHjy.
Ako (yuecTtanu) KOHTPOJHH 3aJalli U3 MaTeMaTHKe M MpepaHo ycTajame 300T
mperyaca U3 MareMaTuke (Kajg ce JjeTeTy Hajciaahie cmaBa) u3a3uBajy
HETPUjaTHOCT U CTPEC, HUje TEUIKO 3aKJbY4IUTH KakaB he ocjehaj aujere modetn
Jla Taju MpeMa MaTeMaTHIIH.

Ho Huje HOBa mikosicka pehopMa J0HH]eNIa caMO OBe IMpobiieMe. JenHa
0]l HOBHMHA KOjy je oBa pedopma JOHHUjeNa jecTe MPAaBWIO Ja Jjela y MIKOIy
HoJ1a3e oJ] MECT TOJIMHA, IITO j€ 32 MHOTE 3HAYMIIO M O] TIET. ,,Y IIKOJIY J10ja3e
nmjena koja he y KajeHIapCcKoj TOAMHM yjlacka y IIKOJy HalmyHUTH 6 roauHa™
(Kruey npomjena 2001: 113). Ta mpBa roaWHa yd4ema, Koja je jeTMMHUIHO
NPETHIKOJICKA, a JIjeIAMAYHO IIKOJA, Ca BAaCHHUTAYUIOM M YYUTEIHUIIOM
HCTOBPEMEHO, 32 HEKE YUCHHKE j€ TYIICHE U CITyTaBamke jep UM HHje JTI03BOJEHO
Ja ce urpajy, (Mako je TO, 300I HUXOBUX TOJMHA M 300r NPUCYCTBA
BaCIUTAYHMIE, 32 BUX BPTHN), @ 32 HEKE WHTEJIEKTYaTHH HAIIOP, jep Cy cXgamuiu
Jla je TO IIKOJIa, 33 IbHMX Majle HeImTO MHOTO 030MJbHO. OHO IITO je CHI'YpHO, Ta
NpBa TO/IMHA 33 CBE BHX KOjU CY, HU CBOjOM HH POJIUTEIHCKOM BOJHOM, KPEHYIIH
paHo y MHCTHUTYIIH]Y KOja ce 30Be MIKoJia M Koja Hamehe oOaBe3e, 3HAYM TepeT.
Hawmme, ncuxonio3u TBpiae Jia je ceaMma TOAMHA JKUBOTA M Y H0j 0e30pmKHO
urpame, BpJIO 3Ha4YajHa 3a [jedju Pa3BOj W HHHUXOBO HHTEIEKTYaJIHO
caspujeBame. AKo je Beh TO Tako, y IITa HE CyMIaMoO, OHJAa ca CHTypHOIINy
MO’KEMO TBPJIUTH, JIa j€ HOBH 3aKOH O IOJIACKY y LIKOJIY OJ1 IIECT TOAMHA JOHHO
BUILE MITETC HWHTEICKTYaJHOM pa3BOjy Jjelle M ydYermy MaTeMaTuke, HEero
kopuctu. Crora je, 6e3 cyMmbe, IpepaHy MojIa3aK y MIKoJy, jeaaH oj ¢dakropa
HEeycIljexa y HacTaBU MaTeMaTHKe.

WHTEepecaHTHO je MpUMUjEeTHTH Aa Cy cBe mKoJcke pedopme y LpHO]
[opy, HA CBUM HHMBOMMA, MOCIEIHHMX IIECACCETaK T'OJMHA, MPOjeKTOBAHE Ha
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3anmany (Yak je u yyBeHa wiysapuya Aouia u3 Tor npasma). [lopen tora, aBuje
OCJIeIE€ OCHOBHOIIKOIICKE pedopme, Step by step u JIeBerToroaumima OCHOBHA
IIKOJIa, UMaJe ¢y (YHKIHjy TOAyNUparmha CeNapaTHCTUIKE TTOJIUTHKE aKTyeIlHe
LPHOTOPCKE BJACTH, a HE MO0OJbIIAKka YKYITHUX 00pa30BHUX pe3ynTaTa BUAHO
mponaaajyher mkoxcTsa. Y MPUIIOT TBPAKY Ja Cy MOCIEIHkE IMKOJICKe pedopme
Owile MOTHBHCAHE IIOJUTHYKAM a HE IENaromlKuM pasjio3uMa HIy, u3Mehy
OCTaJIor, ¥ noCcmyiamuy MTaMITaHu y TIOMeHYTo] Kwusu npomjena, kojy je 2001,
roguHe w3nano MuHHCTapcTBO TmpocBjere W Hayke y Ilogropumm, y3
MOKPOBUTELCTBO MHcTUTyTa 3a oTBOpeHO aApymrBo — IlpHa Topa. Ilox
HacimoBoM ,llmibeBn mpomjeHa oOpasoBama®, croju: ,,CTpykTypa IUJbeBa
npomjeHe o0pa3oBama MMa JBa HUBOA U TO: HUBO APYLITBEHUX LIUJbEBA M HUBO
camux o0pa3oBHHX uibeBa. Ho, ocTBapeme ujbeBa Ha THM HUBOMMA 3aXTHjeBa
u ob6e3bjeheme oapeheHnx CTpaTerwjcKUxX MPeTnocTaBku. HUBO IpymTBEeHHX
UJbEBa CaapKu Oo0JMMKoBame rpahana.. HuBo o0Opa3oBHHX IMJbEBAa: BHCOKA
MPOJIA3HOCT YYEeHWKa M CTyJeHata.. M3 HaBelIeHUX yuwesa npomjena je
MOTITYHO jaCHO Ja Cy MTOMEHYTe IIKOJICKe peopMe nMae U MMajy JIBa, IOTITYHO
jacHa mba. Ca jeqHe cTpaHe uMalie Cy CBpXY MpaBJbeha H08o2 Hogjexka (Kako je
TO jaCHO CAaOMIITHO jeJjaH O]l OMBIIMX MHHHCTapa MPOCBETE), U THME HOBOT
HAalMOHAJHOT HJICHTUTETa, a ca Jpyre, NOABOpaBame EBpONCKOj yHHjHU, 1O
cBaky nujeny. OUYHIIIETHO je 1a j€ 8UCOKA NPONIA3HOCH YUEHUKA U CIYO0eHama y
byHKUMjU puaOOHjakba HAKJIOHOCTH OJ CTpaHe haka, cTyJaeHaTa M HUXOBHX
pomuTesba, Kao rimacada Ha m3bopuma. M Ommru 3akoH 0 oOpasoBamy H
BacnuTamwy, AoHeceH 2002. rogumHe, Harnamapa, MOPEN OMIUTEHNO3HATUX, U
[IUJBEBE TMOJIMTUYKOUICOIIONIKOT KapakTepa: ,,pa3BHjalkbe CBHJECTU O JIPIKABHO]
npunaaHocty npema Penyonunu Lpaoj Topu [...] 0 HallMOHANIHO] NPUITATHOCTH
[...] yripyunBamy y mpoiece eBporckux uHTerpammja“. Kam ce cBe oBo uma y
BUJIy, TIOTITYHO j€ jaCHO J1a I0OOJbIIAke HACTABHOT MpoIieca U ycIjexa yIeHHKa
y WIKOJICKOM yYemy, MPOCBETHUM BiacTuMa HHje (6no) mpuoputeT M na he
(BjeunTOo) MOABOpaBamk-E 3aKOHOMMCANA 3BAHUYHO] IOJHUTHUIM, CKYIIO KOIITATH
mkosncku cucteM y Llproj [opu.

Anammupajyhu yuwese y Krmusu npomjena u M. Craposnax (2003:
151-154) cmatpa nma cy cTpaTe3d NpOMjeHa y o00pa3oBamy IOCTABHIIM
o0pa3oBambe U HayKy y CIIyKOy IOJUTHKE. ,,3amTo Beh jenanmyt He Ou Omio
o0paTHO, Ta Ja EeKOHOMHja U TIOJIMTHKA Cldjeie TyTeBe W pe3yiTare
obpazoBama u Hayke?!“ — mura ce Crapommax. OH nmajbe KOHCTATyje ,,JIOIIa
cTpaHa npomjeHa (peopmMu) Koje cy BpLUICHE Y HOPaTHOM NIEPHOAY Y BACIIUTHO-
00pa3oBHOM CHCTEMY j€ HMXOBa HEaJeKBaTHA NPHUIPEMIbEHOCT, Kao u
YUIBbEHUIIA JIa WX j¢ BHIIE JWKTUpala IOJIMTHKA HEro CTBapHE CTPYYHE H
nearomke norpede. Y NpBUM MMOPATHUM TOJMHAMa IJIAaBHU LWJb IPOMjEHA Y
oOpazoBamy Owmia je Oopba 3a udejuy uucmomy, TOTOM 33 pPA3B0j HOBUX
camoynpagnux 00Hoca W JINICHTpaNu3aidjy obOpa3oBama, J1a OM IYETKOM
neBeneceTnx roguHa 20. BHjeka JONLIO JIO HETOBE Olake OWpOKpaTH3aluje U
LHEHTpaj3anrje, JOK C€ HajHOBWje TpOMjeHEe BpIIE€ MPBEHCTBEHO paau
esponeusayuje oopazoBama‘.
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AKO je TOTHYHO jacHO Ja je MOCJbelha OCHOBHOIIKOJCKA pedopma
nMana (QYHKOHjy Aa OOpa3oBHU CHUCTEM CTaBH y CIyKOy IOJHTHKE, a Ja je
Opura o oOpa30oBHUM pe3yiaTaTHMa M 3/paBJby Ajerie Owia (M JaHac je) camo
JeKIapaTUBHA, OHJA j€ jaCHO OTKYI TOJUKO HETaTWBHHX (DakTopa MO LIKOJICKO
ydeme U ycrjex yueHuka. [IpomsBenu cy ux, nakie, ayropu L{uwvesa npomjena
obpazosarwa 1 Cmpamezuje pegpopme cucmema obpazosarba, 9ja yImyTcTBa HU
3a TIOTIYHE JIauKe HUjeCcy HUMajo HeMYIITO aeduHucana y Krusu npomjena.

Y cBeonmiToj peghopmu OCHOBHE WIKOJE, OTET U3 TMOJIUTHYKUX pazjiora,
npocBeTHe Biactu y LlpHoj l'opu cy, ma 6m ce ociob6odune CPICKOT je3nKa,
ykuHyne BykBap m ymjecTo mera, 3a HOBH Mamepibu jE3WK, OIIITAMIIale
YeTUpU HOBE KmbUTe. Y3 TO Cy, Aa OM Joudapaid 030HJBHOCT HO8e wiKoiae,
yIOGHUKE M3 MaTeMaTHKe M OCTaIMX MpeaMeTa (HOIITO Cy WX MPETXOIHO
MIPEeBENN ca CIIOBEHAyKor?!), mraMIaiy Ha TEIMIKOM MacHOM mamupy. Tako cy,
y3 ocTaje MoTpeOHe Kiure u npudbop, hauke TopOe mpBaunha Temke u A0
nrect-ceiaM kusorpama. OHU YYEHHIU U3 CEMOT M BHUILIHUX pa3peaa Kaxy Aa y
TopbamMa HOce W TO JaeceTak Kwiorpama. OBaj (U3WYKK HAIMOp YYeHHKa 300T
NpEeTemKuX haukux TOpOH, MOpes Tora INTO je IITETaH 3a (PU3UYKO 3ApaBH-E
MaJMilaHa, Mopa JjesioBatu qeMorusuinyhe. Jla Ou ojakiaaig OHUM HajMambHM,
TopOe MM y WIKONYy W Ha3aa Hoce poautesbu. A mmra he Outh (M ca mjedjom
KHYMOM) KaJ X OyTy MOpajil HOCUTH CaMH?

Pangu jayama BracTH W CTaB/bamba IOJA CBOjYy KOHTPOINY IIjEJOKYITHOT
nporieca o0pa3oBama, MUHHCTApPCTBO MPOCBjETe U HAYKE j€ jOIII MpHje YBohema
HOCIIE/TEbE MIKOJICKE peopMe YKHHYJIO CBE CTPYYHO-TICIATOIIKE OpraHe U ceOu
npurpabuio npetjepana osnamhema. Ca CMjeHOM TpaJHWIMOHAIHE OCHOBHE
ITKOJIE HOBOM jeBeToroauiimoM 2004. rogune, ga 6u yuepcmuiu HOBE OJTHOCE,
HeHTpanu3anrja U OWpoKpaTH3alMja I[jeIOKYITHOT OOpa30BHOT CHUCTEMa je
noxuBjena BpxyHan. Kopucrehnm ce cBojuM orpoMHMM —oBnamhemuMa,
MUHHUCTAp MPOCBETE j& CMUjEHHO CBE JAMPEKTOPE INKOJA 3a KOje je cMaTpao Jia
ce, 300r CBOjUX CTPYYHUX M NpOQPECHOHAHUX KBanurteTa, Hehe yxmonutu y
NIPOjeKTOBaHM CEMapaTUCTUYKH IpojeKaT. YMjecTo HHUX, MOCTaBHO je ceOu
onrosapajyhe. (OHu mTOo Mame 3Hajy, Oojbe he cmymatm u mame he ce
HOJINTH3AIHj U IIIKOJIE CYIPOTCTaBIbATH. )

CBe momeHyTO HHje Moro mpohu Oe3 HeraTMBHUX IOCJbEAWIA Ha paj
HIKOJIa ¥ TOCe0HO Ha pajl, eHTy3Hja3aM M KpEeaTUBHOCT HACTABHUKA.

[Mopen cBera HaBeneHOT, JIOMIEM YCIjeXy YUeHHWKa M3 MaTeMaTHKE Y
BEJIMKOj Mjepy JONPUHOCE JIOIIM MaTeMaTHYapyd — YYUTEJbU W HACTaBHHIIM.
[lo3Haro je ma ydeHWIM HajBUILE BOJE W Yy4Ye€ OHE HpEAMETe Koje Npenajy
oMHIbeHH U TipuxBalieHW HacTaBHHIM. KcTpaxkuBame Koje Cy CIPOBENN
cryaentn dunozodckor paxynrera 3 Hukmuha Tokom 2000. rogune, mokasyje
Ja o]l yKynHor Opoja HacTaBHHKA KOjU Y YUYHOHHIIM 61adajy MoMohy cuie, luX
ok0 40% cy HacTaBHHUIIM MaTeMaTHKe U 0Ko 27% yuutesbu (Koja Takohe npeajy
Matematuky). Crora OM ce MOIJIO 3aK/byUyWUTH 1a, aKo je HEKO Oayk, OHAa TO
HHj€ MaTeMaTHKa, Her0 MaTeMaTH4apy.
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[la MmaTeMaTuKka HUje IPUBUIIETH]ja CaMO I10jeIMHAIlA, a TEIIKa OTPOMHO]
BehWHM y4YeHHKa, [0Ka3zyje HMCKYCTBO IOOpHX HACTaBHHMKa Maremartuke. U
WCTpaXXMBama y TICHXOJOTHjU Cy TOKa3ala fa je Opoj y4eHHWKa KOju HHjecy
CIIOCOOHHM 3a caBJiaJlaBambe M pasyMHjeBalbe MaTeMaTHKE, CKOpO He3HaTaH U J1a
Cy, ca JIpyre cTpaHe, caada CTPYIHOCT, HEJOBOJbHA METOIMYKA TIPHITPEMIBEHOCT
¥ JMYHOCT HACTaBHUKA, TJABHU Y3pOLIHM HEyCIjexa y HAacTaBH MaTeMaTHhKe.
[Ipocjeune sbyacke crOCOOHOCTH CYy, AaKJe, CACBUM JOBOJbHE Ja ce, HE camo
CXBaTH M YCBOjH Tekyhe TpaJuBO U3 MaTeMaTHKe, HETO U Jia ce, yMjecTO cTpaxa
1 0700jHOCTH, pa3BHje JpbyOaB IpemMa MaTeMaTuild. MHOTH HAaCTaBHUIIM U CaMU
MMajy CTpax OJ MaTeMaTHKe, I1a IpeHocehn yueHnMa 3Hamba, IPeHoce UM H
ctpax. Crora je cacBUM CUTYpPHO J1a y BEJIMKO] MjepH OJf HACTaBHHKA 3aBUCH J1a
1 he ce Koz ydeHHKa pa3BUTH Jby0aB WM OI00JHOCT ITpeMa MaTeMaTHITH.

Haxamoctr, mMHOro je maremarmuapa (y4uTesba W HACTaBHHKA) T3B.
HETeJarolKuX THIIOBA. BUlo 11a je ayTOKpaTCKH TUI — OHAj KOJH JUCLUIUIUHY Y
VUHOHUIIM OJpXKaBa CHJIOM, IpHjeTHaMa M 3acTpalliBameM, OWIO Ja y4u
3a/1aTKe HarmaMeT Ja OM WX Jjernu ypaauo Ha Tadmu, OMIlo Ja ra Jjerna He CMUjY
MUTAaTH Ja UM 00jacHU IITO MM je HejacHo, TO Huje nobap HacrtaBHMK. Kop
TaKBUX, TEIIKO JAa he YYeHWIH, OCHM pHjETKHX EHTy3WjacTta, HAy4YUTH H
3aBOJbETH MaTeMaTuky. CBe TOMEHYTO je OIINTEIO3HATO, Ia Ce MOCTaBJbha
NHTamke, 3allTO, OH/A, IMPOCBETHE BIACTH CBE TO TOJEPHIILY.

Ca apyre ctpaHe, MHOTO JTOOPHX HAaCTaBHUKA, M CTPYYHO U METOIAMYKHU
NPUNPEMIBCHUX, TIPABUX IENArolIKKX TUIIOBA, HE YCIMjeBa Jjelly Hay4YUTH HH
OCHOBHMM MaTeMaTH4YKHM onepanujama. Yecto, W IMOpe] OrpoMHOI pajga u
YIIOKEHOT TPyZa, KOHAUYHU PE3yNTaT KOJ| TaKBOI HACTAaBHHKA je BEIUKU OpOj
cnabux oijeHa. 300r Tora je YECTO KOA Jjele WKOJICKU MUPAHUH WIH
mepmunamop. Hherop TOHKMXOTOBCKH JIMK HEe OW ce MOorao JOJHjeIUTH
HACTaBHUIIMMA JIPYTHX IIKOJCKUX mpeaMmera. Hanme, yrimaBHOM, CBU OCTajH Cy
eeha 2ocnooa, jep cy Ha BpHjeMe MOINpPaBWIN CBe hauke jome oujene. Hujecy
yOu Kao MaTeMaTuydapy, Ja 3a Kpaj FOAWHE 3aKJbydyjy jEJUHHUIC M Ja TaKo
pu3uKyjy MHOTO. PH3nkyjy ma mobujy mpexope u MpHIUKe Koyera, hauke cyse,
HpHjeTHhe poaduHe hauke, MPUTHUCKE IINPE APYLIITBEHE 3aj€AHULE... Y3 CBE OBO,
Ty Cy U TIPUTajeHe U OTBOPEHE UHCMPYKYUje TUPEKTopa IIKoje. Jep, Y )KeJbH 1a
onpasda TIOBjepemhe MUHICTPA KOjH Ta je BaCIIOCTaBHO, TOSHTUPAjyhn KO mhera
mTo 0OJFUM YKYITHHM TPOCjEKOM HIKOJICKOT ycmjexa (0e3 003upa KakBo 3Hame
THM yCnjexom TIOKPUBa), MHOTH O]l TUPEKTOpa MHCUCTHPAjy Ha LPTamky OljeHa.
Bammna 300or ummenexmyannoz nowmerna u byo6asu npema UCMUHU, KOje
mamemamudapu Mopajy umamu, HACTaBHHLM WCTpajaBajy Ha pealHUM
omjeHaMa. A 1y0OKO Cy CBjECHHM YHILCHHMIIC Ja MX, 300T JOJaTHUX IOIPaBHUX
ucnura 4eka HoBo (OecmyiatHo) ManTpeTHpame. M cBe TO AOK ce HHUXOBU
KoJIere, Koje Hujecy nyoe, OaBe HEKHMM APYTHM, 3a0aBHHjUM IIOCJIOM, HE 3aTO
HITO Cy M3 BUXOBHUX JUCIUILUIMHA YYCHUIIM MHOTO BHIIIE 3HAIIM, HETO 3aTO IITO
Cy UM OHM CaMH, TPU JaHa TpeJ Kpaj MIKOJICKEe TOJuHe, 0e3 JBOYMJbEHa
yUpTajau Ipoia3He oujeHe. HecyMmuBO je na oBakBa KiMMa, rOTOBO 0e3
u3y3eTKa, BiajJa MIpeja Kpaj HIKOJCKE TOJMHE TOTOBO Yy CBUM INKOJIaMa M Jia

328



O6pazosna noaumuka Kao Qaxkmop neycnjexa y
Hacmasu mamemamuxe y oCHo8HUM wkonama Llpue I'ope

njenyje nemotuBuIyhe Ha CBEYKYITHO YYCHE, a /meuke MaTeMaTHKE MTOTOTOBO.
W He camo fa Biaga, HETO je Ta YMILCHHUIIA OIINTENO3HATa, TE 32 OBO MACOBHO
ypmarve OIfjeHa TIpeJl CaM¥ Kpaj IIKOJICKE TOAWHE W OHUM YYCHHIIIMA KOjU CY
KOHCTAHTHO HMMaJlM, YeCTO W /0 JIeCeT Clabux, Mopa 3HAaTH M MHHHUCTapCTBO
nmpocBere. OBakBa Tpakca — c8u Ypmajy, ocum mamemamuyapa, je jemaH of
KJbYYHUX (pakTOpa HEycmjexa y HacTaBH MaTreMmaTnke. Hanme, xako ce cBe 3Ha,
TO W YYCHHUIIM JIAKO ca3Hajy na he um, 0e3 003upa Ha 3HAKE, HAa KPajy IIKOJICKE
roJMHE CBU OCHM MaTeMaTHyapa MOINpPaBUTH OLjeHe, a W MaTeMaTHyap he
Mopamu, aly Ha T0Jaramy MONPABHOT UCIUTA. YBHUIOM Yy THEBHUKE, IIKOJICKU
MHCIEKTOPH, KOjU Cy CEIMEHT IPOCBETHE BIACTH, MOTY JAKO 3aKJbYYHTH 12
cnabe oljeHe caMo U3 MaTeMaTHKE Ha Kpajy LIKOJICKE TOAWHE HHUjecy 3aTo LITO
Cy MaTeMaTh4apu mepMuHamopu, HEro 3aro INTO Cy MaTeMaTH4apH
00jeKTHBHH, a OCTalll Hujecy jayou. AJEKBAaTHUM pearoBameM IPOCBETHHUX
BJIACTH U JIOBOEHEM CTama y pealiHe OKBHpE, YUCHUIM OM CXBaTHIU Ja UM
BUIIC Hehe Ha rojiaralby MmomnpaBHOI UCIIMTA IOKJIamkhbaTUu OHj €HC U3 MaTEMaTuKe
OHM UCTH HACTABHHIY (Ka0 YWIAHOBU KOMHCH]jE), KOjU Cy UM Ha KPajy IIKOJICKE
TOAIMHE TIOKJIOHWIIH OIjeHe W3 CBOjUX mpeameTa. Ctora OM BUXOBH MOTHBHU 32
yuemheM, He CaMO MaTeMaTHKe, OMIIM MHOTO jaduu.

Ja 6m ce OoJbe CXBATHIIO 3aINTO j€ YCIjeX YYeHWKa M3 MaTeMaTHUKE Y
OCHOBHO] IITKOJIM TaKO JIOMIL, Tpeba UMaTH y BUAY u cienehe:

— Ja je HOBHUM 3aKOHMMa W IponrcCuMa, HAaCTaBHUIIUMA HAMCETHYTO
MPEeTjepaHo aIMIHUCTPUPAHE, IITO UIe HAYINTPO HIUXOBOj OCHOBHO] (DYHKIIH]H,
OIITHMAJTHOM H3BOlemYy HacTaBe;

— J1a je yYeHUIMMa JaTo BHIIIE MTPpaBa, a Mambe 00aBe3a, a HACTABHUIIMMA
00pHYTO;

— Jla je ca MpomHcHMa O WHKIIY3WBHO] HacTaBu oMoryheHo mjenu ca
noceOHUM moTpedama moxahame HacTaBe y pedosHuM YYHOHHIIAMA, W THME
onTepehe}Le yuuTeJbuMa U HaCTaBHUIIUMA JOAATHO YCIOXHCHO, IITO CUTYPHO
¥Ma 3a TIOCJBE/INITY CTIabUju YCITjeX YIeHUKa;

— J1a ce HACTaBHUIIM 4eCTO, 300T MpeOyKUPaHOCTH Mporpama, yTpKyjy ¢
BpPEMEHOM M 300T TOra He MOTy Jia IocBeTe Behy Maxkmy clabujuM yUeHHUIIMA,
HHTH BUIIIE BPEMEHA TEKHM MaTEeMaTHYKUM TeMaMma;

— na cy y HajHoBMjuM [Iporpammma u3 MareMaTHKE NIHJHEBU
MOCTaBJLEHU MYTHO (YECTO C€ M3 IMJba HE BUJM 1IITa Tpeba pajnuTH), a CaapKaju
HUjecy pacriopel)eHn 1o TeMama ra MHOTH, Mambe CIIOCOOHH, YUIUTEIbH JIyTajy;

— J1a cy MPOCBjeTHE BJIACTH, YMjECTO Jia pactepere mocrojehe MmKojcKe
IUIaHOBE, yBelle W HOBe mpeamere (momyT rpalaHckor oOpa3oBama, ILITO
nojcjeha Ha HeKaJgalkby MapKCU3aMm), U TUME JIOJATHO ONTEPETHIIN YUCHHUKE,
KaKo THEBHOM HOPMOM 4YacoBa, TAaKO M HOBUM HEOYyJIO3HUM capiKajuma;

— Jla je JHEBHa HOpMa 4YacoBa yriaBHOM omntepeheHa no Te mjepe, aa
IMMOHCKaJ BUIIIC NPECJACTaB/ba ICUXUYKO U (bI/ISI/I‘IKO MpHBapCHEe YUCHUKA, HETO
MOTryHHOCT 3a CTHIIAmhe 3Hawa, (APYrH pa3pell o YeTHpH, Tpehn meT, a ocMu 1
JIEBETHU U [0 0CaM 4acoBa);
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— Jla ce 4ecTO He MOIITYje BOJba YUEHHKA, Kaj je y muTamy W300pHU
MpeIMeT, IMa Ce YMjeCTO MaTeMaThke Hamehe, penuMo €HIJIECKH (3amo wimo
HACMAGHUKY MAMeMamuKe He (hanu 3a HOpMy, a HACMABHUKY eHelecKo2 ¢hanu);

— Jla ce Ha YYMTEJbCKUA M HACTABHUYKE (aKyNITETe YIHCY]y, YIIIAaBHOM,
crnabuju ydeHunu, (oHu Koju ne mo2y 0a 3aspuie ,,jauu * ghaxyiment).

— 300r OoCHaXMBama CENapaTUCTUYKUX MOAyXBaTa JpXKaBHE BIACTH,
npocBeTHa Biact je 2005. roguHe yKHMHYNa MOJarame MPHjEeMHHUX HCIHTA Ha
cBuM (akynreruma. Llwb je Ono mokasaru na je Lpua ['opa moBosbHO MohHA na
MO’K€ OMOTYNUTH yIHC CBUM CBPIIIEHUM CPEIH-OLIKONINMA (T€ jOj, CTOTa, HUKO
Butie He Tpeba). [lopex oBora, Ha yNHUCHY MOJNMTHKY j€ WU MaTepHjaTHH MOMEHAT
uMao ¥ Te€ KakBOI' yTumaja. Hamwme, cBe Mame cTyaeHara je YHNHCHBAaHO Ha
Oymer, a cBe BuIe Ha camMopuHaHcupame. CTora ¢y IIMpPOM OTBOpEHA BpaTa 3a
MacoBHHM YIUC JOHHWjeNa 3HATHA MaTephjaliHa CpeAcTBa (aKyITETCKUM
Biractuma. OBa yNUCHA TMOJMTHKA MMaja je 3a MOCJheIUIly YNUCHBAaWmE Ha
VUUTEJbCKA W HACTaBHMYKE (QakyiTeTe M JOMmUX haka, KojuMa OONOHCKH
CHCTEM CTYyIMpama Npyxa MOTYhHOCT CUTYpHOT 3aBpLIeTKa CTy/AWja U J0JlacKa
JI0 AUILIOME.

— WsmmnubeHoM T3B. noenykamujom Ha Opcjeky 3a oOpa3oBambe
yuuTeIha, MPAKTUYHO Cy HATjepalid OJaBHO 3aIOCeHe yuuTelbe (0a He Oucme
ocmanu 6e3 nocia?!) na ce ynuiry Ha BaHPEIHO CTyIHpambe, yIUlaTe BETUKH
HOBAII 32 MIKOJIAPUHY U Oowkonyjy ce. Kouko ¢y ce dowrkonosanu, BEIUKO je
MUTame, ald j€ CHTYPHO Ja je HEeKO J00po 3apaino W Aa Cy HeraTUBHE
MOCJhETUIIE TT0 HACTaBy OWJe OTPOMHE, jep Cy ce Ha doedyKayujy yrmucuBale
YTJIaBHOM YYUTCJbHIEC, MMOPOANYHE )KCHE, Ca 110 ACCETAK U BUILC I'OAWHA paaHOT
craxa. [IpeyseBmn (01 cTpaxa 3a [OCao) jOII jeAHY, HMOPEa JBHjE KPYITHE
o0aBe3e — HaCTaBe y IIKOJH U MOPOAMIIE, YIUTEIBUIIE CY TaKo pazaneme u3Mely
TpH Telke obaBe3e, Kako Cy caMe TOBOPUJIE KuKCaie Ny IKOJIH U Y TIOPOJTUIIH.
OBo 110 BUX QpycTpupajyhe crambe MOpaio ce HEraTUBHO OAPA3UTU HA HACTABY
U yCITjeX Y9eHUKa.

— VY Ilnany Crymmjckor mporpaMa 3a o0pa3oBambe y4yHTesba, Ha
Ounozopckom Pakynrery y Hukmmhy, ox ykymHor ¢oHma dvacoBa, Ha
MaTeMaTHKy oTmajga cera 8%, IITO je y OJHOCY Ha IENarouIKo-TICUXOJIOIIKY
rpyIy IpeaMera TpH U 10 IyTa Mame. Kajx Ou KIaCHYHM CTaTUCTHYap BPIIHO
ananuzy [lnana Yuutesbckor ojicjexa, npuje Ou mommcio na ce paau o Oxacjeky
3a Tenarorujy, Hero o YuurtesbcKoM. Jep, jenaH ol JiBa KJbydHa IMpeaMera 3a
oOpa3oBame yuWTe/ha — MaTeMaTHKa, MapruHaJIM30BaH je Yy OJHOCY Ha
HeJaromKky rpyny mnpeamera. Kajg ce oBo mma y BHIy, HHje HU YyAO IITO
yuumesuya yuu 3a0amre Hanamem, 1a O UX ypajauia Jjeny Ha Ta0u.

— Ilopen monuTHKE MacOBHOT YIHCa, HACTABHUIIM MaTEeMaTHKE Cy CBE
nedunmrapHju Kagap. 300T TOra MaTeMaTUKy CBE BHIIE MPEAAjy HHKCHEPH H
KI/I6epHeTI/I‘IapI/I, IITO Yy CYIWITHHH, MNOpEAcCTaBJba HCAIACKBATHO IIOKPHUBCHY
HACTaBy.

— W 3a oHe HajOoIBE CBpLICHE CTYAEHTE 3alOLLbABAIE j€ MOCTAJIO
CTBap MHJIOCTH BiIajgajyhnx mapTHja W CIPEMHOCTH CaMHX Y4YHTeha U
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O6pazosna noaumuka Kao Qaxkmop neycnjexa y
Hacmasu mamemamuxe y oCHo8HUM wkonama Llpue I'ope

HaCTaBHUKA Ja MM IOTNUOIY HOPUCTYHNHHUIY M YCOYT €€ OJPEKHY CBOT
HAIMOHAJHOT HJCHTHTETA Y KOPUCT HOBOIPABJHEHOT.

— W oHm yunresrm (HACTABHUIM MaTeMaTHKE Cy JOII YBHjeK
neUIUTapH), KOjU MPEKO HEKAKBE 6e3e YCIHjy Ja CE 3arocie, )KUBE U pajie
MO TIPHUjETHHOM OTBOPEHOT OTKa3a, ca pjeliemeM Ha oopeheno, y Tpuy
pasmunubajyhu mra he 6utu cjyrpa, KaJl ce 1mojaBu HEKO MUHHICTPY TIPEUH.

— CucreM BpHjeIHOCTH y APYLITBEHO] CPEIMHU MOTIIYHO H3MUjCHH-CH.
Crora naHamima Jjella CUTYPHO HE MallTajy O TOME Ja MOCTaHy mpodecop,
HETro Ou3HucMeHyu W TITO je HAjTOpe, PaHO CXBAaTe Na MM 3a Taj HO3UE HHjE
MoTpeOHO HU 3HAWmE, HH 00pa3oBame, a MOTBPAY O KBAIM(UKANMjH MOTY 3a
HOBAII KyITUTH.

— JlpymTBeHH yIiex TPOCBETHHX pagHMKA, 3axBajbyjyhu ympaBo
IPOCBETHUM BJIACTHMA, Ha BPJIO j€ HUCKOM HHUBOY.

— CBe MMOMEHYTO HACTAaBHUIIM, jOII YBHjEeK, YacHO TOAHOcE (a JOKie
he?) y ycioBHMa OyrorojuiImer MaTepHjaTHOT MOHWKaBamba M JIPYIITBEHOT
MapTrUHAIN30BabA.

CBe MOMEHYTO, U jOII MHOTO TOTa, MPEACTaBJba (haKTOpe HeycIjexa y
HacTaBM Maremartuke. HecmopHo je na c¢Bu moMeHyTH (akTopu HeycIjexa
MOTUYY U3 IIKOJICKOT CUCTeMa KOjH je TPOjeKTOBaH y 3eMibama EBporicke yHuje,
a MHCTaJIMpaH Of CTpaHe NpocBeTHHX Biactu y Llpuoj ['opu, u cacraBu cy ano
oOpazoBHe monuTHKe. Kako 00pa3oBHOM MOJUTHKOM YIPaBibajy TMPOCBETHE
BJIACTH, TO OHE YIPaBJbajy W (aKkTOpHUMa HEycIjexa y IKOJCKOM y4emy, Ta
THME M y HACTaBU MaTeMaTHKe.

HeonxomHo je HamoMeHyTH Ja jeé OCHOBHO IIKOJICTBO, Ca CBHUM
€BUJICHTHUM HEJI0CTalluMa, jolll YBHUjeK HajO0oJbH cerMeHT oOpa3oBama y LpHoj
T'opu.

Ha nmu he oBo canmamime pedopmricaHO MIKOJICTBO MM HAa nonpasHu
ucnum, Bugjehemo.

Ymjecmo 3axmwyuxa

Moxe n¥ AaHalllba MIKOJa, KOja BHINE JIMYM HA TPUCHIHH Paj U
MAacOBHH EKCIICPUMEHT, HEro Ha moTpedy, OWTH WHCIHUPATHBHA 334 Y4YCHE
marematuke? Wmajyhm y Bumy na mxoncku cucreM y LlpHoj [opm
KapaKTEepHIIy: BjeYHO IOKJIamame OIjeHa, HEMOHaBJbakhe  pa3pesa,
XHMIEPIPOAYKIMja Jiydalia, IIKOJAa M3ryOJbeHHX TajeHaTra, MHOIO BHIIE
OJUTMKaIla — MHOTO Mame 3Hama, MH(IIAIMja BHCOKOIIKOJCKUX IMIUIOMA H
neduanyja 3Hamba, Behe 00pa3oBame yuyuTesba — Mambe 3HAhE U3 MaTEeMaTHKE
Y4YEHHUKA, MUCJIMMO J1a je OATOBOP HEIBOCMHCIICHO jacaH.
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Gimnazija Mostar Struéni rad

ELEKTRONSKI KONTEKST
KONSTRUKTIVISTICKE NASTAVE

Konstruktivizam u praksi

Konstruktivizam je teorija 0 u¢enju u ¢ijoj je osnovi misljenje da ucenici
preko vlastitin misaonih aktivnosti u procesu intelektualnog razvoja postaju
graditelji i kreatori novih znanja.

Ucenje nije poucavanje, tj. uobic¢ajeno eksterno prenosenje informacija
(od nastavnika ka uceniku), a zatim provjera znanja na tradiconalan nacin
(usmeno ili pismeno). Umjesto toga potrebno je kreirati ambijent, stvoriti
situaciju u kojoj ucenici postaju aktivni ucesnici i kreatori vlastitih zakljuéaka.
Dakle, ucenik se tretira kao onaj koji misli i izvodi zakljucke, kao nezavisni
istrazivag, sto je osnovno obiljezje konstruktivistickog pristupa u teoriji ucenja.
Nastavnik je savjetnik u procesu ucenja, a samo ucenje je istrazivacki proces za
nova otkri¢a i konstrukcije znanja. Kako konstruktivizam pozicionira ucenika
kao subjekta vaspitno-obrazovnog procesa u znacajnoj mijeri na rezultate
njegovog ucenja utice sociopsiholoska struktura njegove li¢nosti. Zato je
razumljivo da se termin konstruktivizam najprije pojavio u psihologiji pa
filozofiji, a zatim je postao odomacen u oblastima biologije, fizike, matematike
i informatike.

U psihologiji izmedu dviju teorija o uticajima na razvoj li¢nosti i njeno
ponasanje postavlja se pitanje da li su jaci uticaji iz unutrasnjih odrednica ili
spoljasnjih — situacionih (odnosi u porodici, okruzenju itd.). Ima konstruktivista
koji se ne slazu s isklju¢ivom ulogom jednog i drugog opredjeljenja. Svi
podsticaji koji djeluju na ljudska ¢ula i koji iz spoljasnjosti djeluju na ljude, nisu
poticaji ukoliko nisu osmisljeni i prepoznati kao takvi. Sto god da uti¢e na neku
osobu iz spoljasnjeg svijeta, mora da bude prije svega u domenu koji ona moze
da opazi, prepozna i osmisli, odnosno da konstruise. Zbog toga je moguce cuti i
razli¢ite komentare o nekom filmu, nekom dogadaju, nekoj li¢nosti. | upravo te
razlicitosti, sklonosti da se isti dogadaji dozivljavaju na razlicite nacine, je ono
Sto ¢ini bogatstvo psihickog zivota ljudi. S tim u vezi moze se reci da su ljudi
slicni u onoj mjeri u kojoj dozivljavaju neka desavanja (pojave) na priblizno isti
nacin, a razli¢iti u onoj mjeri u kojoj to dozivljavaju razlicito.

Na osnovu gore izloZzenog navodimo o0snovne zahtjeve za uspje$no
provodenje konstruktivisticke metode za sticanje novih znanja:

“ vladimir.sarovic@gmail.com
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— strategija u¢enja mora biti tako odabrana da ucenike stavlja u centar

dinami¢nog 1 interesantnog procesa koji je pod kontrolom samih
ucCenika;

— pri pravljenju obrazovnih materijala i njihovog izbora treba voditi

ra¢una o bliskosti tema samim ucenicima i pri tom im treba pruziti
moguénost da sami mogu vrSiti izbor sredstava za edukaciju;

— treba stvoriti okruzenje u kome ucenici mogu birati izvore informacija,

dinamiku ucenja i moguénost koriStenja interneta i drugih
interaktivnih kompjuterskih programa;

— omoguciti ucenicima rad u grupama, pri cemu treba voditi ra¢una da

su grupe formirane od ucenika koji imaju isti afinitet prema zadanoj
obrazovnoj temi i

—1u toku rada na obradi nastavnog sadrzaja podsticati ucenike na

medusobnu komunikaciju postavljanjem pitanja s ciljem boljeg
razumijevanja teme.

Pet osnovnih principa konstruktivizma

Detaljnije razradeno tumacenje konstruktivistickog pristupa nalazimo u
radu autora J. G. Brooks i M. G. Brooks (1999: 16). Prema njima, da bi taj
pristup bio efikasan, mora biti zadovoljeno pet osnovnih principa:

1.

2.
3.
4,
5.

za rad sa uéenicima potrebno je birati i analizirati relevantne (Zivotne)
probleme,

ucenje se mora odvijati u okviru glavne teme,

dobro procijeniti u¢eni¢ke mogucénosti,

prilagoditi nastavni program uc¢enickim sposobnostima i

pratiti i ocjenjivati uspjeh u¢enika u toku obradivanja nastavne teme.

Navedeni principi podrazumijevaju da treba da su ispunjeni slijedeci

1.

2.

Treba da postoji vise od jednog izvora iz kojih uéenici mogu uciti, a
ne samo 0sSnovni.

Treba da se uc¢enici dovedu u poziciju za sticanje novih iskustava,
koja im prosiruju prethodno ste¢ena znanja.
. Omogu¢iti  ucenicima da svojim reakcijama i odgovorima

usmjeravaju tok nastavnog procesa i traze elaboraciju pocetnih
odgovora. Treba dati ucenicima odredeno vrijeme za razmisljanje
nakon postavljanja pitanja.

. Podsticati klimu radoznalosti trazenjem od ucenika da razmisljaju

koja bi pitanja mogli postaviti o temi. Treba podsticati razgovor
koristenjem motivacijskih pitanja radi kreiranja stvaralackog
ambijenta medu ucenicima.

. U formulaciji zadataka treba koristiti kognitivnu terminologiju npr.

Klasificiraj, analiziraj i kreiraj,...
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6. Treba podsticati, stimulisati i uvazavati uc¢enicku slobodu i inicijativu,
pri ¢emu nastavnik mora pokazati sklonost ka odricanju vlastite
kontrolirajuce uloge.

7. U fizickom okruzenju — treba omoguciti upotrebu izvornih podataka i

primarnih izvora informacija.

. Ne razdvajati spoznajni i istrazivacki proces.

. Traziti da se ucesnici nastavnog procesa precizno i jasno izrazavaju,

§to je garancija razumijevanja i ovladavanja obradenom temom.

© 00

Oblici konstruktivisticke nastave

U ovom poglavlju navedena su cetiri modela nastave u okviru teorije
konstruktivistickog ucenja :

1. model problemske nastave,

2. etapno konstruktivisticko ucenje,

3. akademski konstruktivisticki model i

4. model 5E.

Model problemske nastave

Wheatley (1999: 12) je predlozio model problemske nastave koja se
uspjesno moze realizovati u okviru teorije konstruktivistickog ucenja citirajuci
Kozmetskog (1980) koji kaze:

,»svaki ucenik mora biti ohrabren da izgradi svoje konceptualne stavove
koji ¢e mu omoguéiti da svojim znanjem rjeSava postavljene zadatke -
probleme*.

Wheatley (1999: 15) smatra da nastavnikova uloga treba da bude da
kroz diskusiju u radu grupa stvori stimulativnu i motivacijsku klimu koja ¢e
uticati na izgradnju uceniCkog stava. Za uspjeSan rad grupe znacajne su tri
komponente:

1. postavljanje zadatka

2. organizacija grupe i

3. podjela uloga.

Wheatleyev koncept podrazumijeva da zadatke treba birati tako da ih
ucenici imaju moguénost rijesiti koriste¢i prethodno steCena znanja i iskustva.
Prema Wheatleyovom konceptu, zadaci treba da zadovoljavaju sljedeca
svojstva:

. da budu primjereni uzrastu, ste¢enom znanju i iskustvu ucenika,
. da budu rjesivi u okviru steCenog znanja,

. da ohrabruju u¢enika da postavlja pitanja tipa Sta ako?,

. da podsti¢e u¢enika na primjenu vlastitih metoda,

. da omogucuju dijalog,

. imaju element iznenadenja i

. da bude zanimljiv.

~NOoO ok~ WN B
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Etapno konstruktivisticko ucenje

Prema miSljenju Scotta, Dysona i Gatera (1987), jedan od moguéih
oblika konstruktivisticke nastave je oblik koji se sastoji od tri faze.

1.

2.

Evokacija. U ovoj fazi uCenjem se obnavljaju ranije steCena znanja i
iskustva. Iznose se, uporeduju i suceljavaju ucenicke ideje. U ovom
dijelu ucenici obi¢no  postaju svjesni svog i tudeg misljenja, Sto
predstavlja osnovu daljeg uCenja a istovremeno osnazuje interes za
proucavanjem novih sadrzaja.

Suceljavanje i primjena ideja. U toku ove faze ucenici objasnjavaju
svoje ideje, suceljavaju ih sa drugim ucenicima, usvajaju ih ili
odbacuju. Iskusan nastavnik svojim djelovanjem iscenira konfliktne
situacije, proizvodeci sukob misljenja medu ucesnicima $to rezultira
povecanjem interesa i zanimljivosti procesa. Tako je u ovom dijelu
procesa ucenicima, omoguceno da konsoliduju (odbace ili uévrste )
svoje stavove koji ¢e biti koriSteni u njihovom daljem radu..

. Evolucija ideja. U ovom dijelu od ucenika se trazi da uporede svoja

polazna stajalista (ideje) sa konsolidiranim zakljuCkom, precizno
oznacavajudi slicnosti i razlike izmedu pocetnog i zavrSnog stava.

Akademski konstruktivisticki model

U provodenju konstruktivisticke nastave na akademskom nivou Yager
(1991) preporucuje provodenje sljedece procedure:

1.

2.
3.

o

8.
9.

prikupiti i koristiti pitanja i ideje za objasnjenje sadrZaja nastavne
teme;

podsticati i uvazavati ideje studenata;

uvazavati studentsku inicijativu i isticati znacaj rasprave u razmjeni
misljenja o studentskim stavovima,;

. iskoristiti stavove studenata, njihova iskustva za obradu teme;
. preporuciti studentima koristenje alternativnih izvora informacija,

kako napisanih tako i informacija koje je moguée dobiti od
stru¢njaka iz odgovarajuce oblasti;

. koristiti otvorena pitanja i podsticati studente da nadograduju ste¢eno

znanje, traze¢i odgovore na njih;

. omoguciti studentima da traze uzro¢no-posljedicne veze izmedu

razli¢itih dogadaja;

zahtijevati da se studenti odnose kriti¢ki prema vlastitim idejama;
Analizirati ideje studenata prije prezentiranja ideja nastavnika ili
prije trazenja ideje iz knjiga ili drugih izvora;

10. podsticati studente na medusobnu razmjenu misljenja;
11. koristiti zajedni¢ko ucenje kao strategiju koja isti¢e znacaj saradnje

a koja u isto vrijeme uvazava individualnost svakog studenta;
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12. odrediti adekvatno vrijeme za razmatranje i analizu, uvazavati i
koristiti studentske ideje i

13. podsticati samokriticnost i1 prikupljati realne dokaze koji uc¢vrséuju
ideju.

Model ,,5 E”

Ovaj model je u didakticku praksu uveo Roger Bybee (1997). Oznaka
modela je skraceni naziv ,,5 etapa® (engl.,,Five Es*.). Te etape su: angazovanost,
istrazivanje, tumacenje, razrada i procjena.

1. Angazovanost:U ovoj etapi ucenici se prvo upoznaju sa sadrzajem
zadatka, uspostavljaju vezu sa ranije steCenim znanjem i iskustvom
koje ¢e se moci prosiriti u okvirima posmatrane teme. Tipi¢ne
aktivnosti u ovoj fazi su: postavljanje pitanja, definisanje problema i
upucivanje na iznenadujuce situacije, Sto ¢e stimulisati diskusiju u
malim ucenickim grupama i medusobnu razmjenu misljenja. Uloga
nastavnika je da navodi uc¢enike na povezivanje ranije steCenih znanja
sa novim znanjima.

2. Istrazivanje: U istrazivackoj fazi ucenici trebaju biti upoznati sa
definicijama pojmova koji se javljaju u postavljenom zadatku kao i
sa izvorima u kojima su ti pojmovi definisani. Proucavajuéi te
izvore, oni stvaraju vezu izmedu teorije i iskustva. Rade¢i zajednicki
u timu, ucenici stvaraju zajednicku osnovu koja ¢e im pomoéi u
procesu razmjene misljenja i medusobne komunikacije. Nastavnik
djeluje kao kordinator, obezbjeduje materijale, usmjerava ucenicku
paznju i upravlja samim tokom istrazivanja.

3. Tumacenje: U ovoj — glavnoj fazi — se od ucenika trazi da objasne
vlastitim rije¢ima kako su do$li do odredenog saznanja i pri tom se
ohrabruju da daju objaSnjenja, slusaju kritike jedni drugih i
nastavnika. U ovom dijelu nastavnik je duZan, koriste¢i saznanja do
kojih su do$li sami ucenici, precizno formulisati novo uvedene
pojmove i izvedene zakljucke. Ako ucenici imaju nerijeSenih pitanja,
odgovore mogu nastaviti traziti u sljedecoj fazi.

4. Razrada: U fazi razrade, ucenici nadograduju svoje znanje i koriste
novosteceno. Testiraju ideje temeljitije 1 istrazuju dodatne odnose.
Davanje zakljucka lekcije i provjera razumijevanja su glavni u ovoj
fazi.

5. Procjena: U ovoj fazi nastavnik analizira cjelokupni proces, tj.
aktivnost ucenika i nivo steCenog znanja. Ucenika stavlja u poziciju
samoocijenjivanja znanja i metoda ucenja. Nastavnik ocjenjivanje
provodi koristenjem razli¢itih metoda (testovi, kvizovi sa visestrukim
izborom). U kona¢noj ocjeni nastavnik posvecuje naro€itu paznju
aktivnosti ucenika u nastavnom procesu.
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Razred sa konstruktivistickim pristupom — uloga nastavnika

Jedna od glavnih karakteristika konstruktivisticke nastave je promjena
uloga nastavnika i u¢enika. Tradicionalni koncept nastave je nastavni proces koji
nastavnika stavlja u srediSte aktivnosti. Ovaj koncept podrazumijeva da je
nastavnik odgovoran za njega i za rezultate koje postizu ucenici u tom procesu.
UcCenik je primalac znanja. Pedagoska praksa je pokazala da su ucinci ovakve
nastave nedovoljno efikasni. Savremena teorija za unapredivanje nastavnog
procesa predlaze reorganizaciju dostignutih nastavnih metoda, $§to
podrazumijeva promjenu uloga nastavnika i u¢enika.

Uz vjerovanje u kreativne stvaralacke sposobnosti ucenika, odgovornost
za rezulate uCenja prenosi se na njih. Planiranje nastave uz zajednicko ucenje i
evaluiranje rezultata postignutih u u¢enju moze da poveca ukupnu odgovornost.
Posebno su dobri rezultati u podjeli odgovornosti koja se postize u saradni¢kom
ucenju. Sadasnji sistem nastave u Skolama se uglavnom bazira na metodama
direktnog uticaja. To znaci da nastavnik pokuSava u toku realizacije obrazovnog
programa da promijeni ponasanje u¢enika direktno pomoc¢u gotovih modela ili
dijelova vjezbi.

Kako je, prema konstruktivizmu, svrha ucenja prerada i ukrStanje
informacija, preoblikovanje struktura informacija i ovladavanje zapamc¢ivanjem,
nastava mora da bude, u najve¢em broju slucajeva, indirektan proces. Ne postoji
univerzalna metoda za izvodenje nastave.UspjeSan nastavnik je istovremeno
dobar poznavalac nastavnih metoda i zavisno od okolnosti primjenjuje neku od
njih. Usvajanje konstruktivisticke paradigme ucenja i poucavanja za nastavnika
predstavlja slozeni proces ucenja tokom kojega nastavnik razvija motivaciju za
promjenom konceptualnih shema nastavnog procesa i pripadajuc¢ih rutina
(struktura) didaktickog postupanja.

KonstruktivistiCkim strategijama poucavanja zajednic¢ka je pretpostavka
da ucenici sami kreiraju svoje znanje. Iz te pretpostavke izvode se zakljucci o
potrebnim profesionalnim aktivnostima i postupcima nastavnika. Uloga
nastavnika dobiva nova znacCenja. Umjesto dominantne nastavnicke uloge,
nastavnik postaje voditelj, motivator, saradnik, suistrazivac, inspirator stvaranja
ideja, stavova, misljenja, vrijednosti i sl.

Razred sa konstruktivistiCkim pristupom razlikuje se od tradicionalnog
po aktivnosti u¢enika u procesu saznavanja novih ¢injenica. Podsti¢ué¢i ucenike
da aktivno ucestvuju u razliCitim fazama ucenja u kojima se zahtijeva
postavljanje pitanja, istrazivanje, zamisljanje, prognoziranje, rad s razli¢itim
predmetima, kompariranje, rjeSavanje problema, produkcija ideja i drugo,
nastavnik kao facilitator podstice sticanje razli¢itih iskustava.

Prema navodima J. G. Brooksa i M. G. Brooksa (1999), uporedivanje
tradicionalnih razreda i razreda sa konstruktivistiCkim pristupom pokazuje
razlike u svim bitnim aspektima nastavnog procesa:

— shvatanju kurikuluma i njegove realizacije,

— izvorima za sticanje saznanja,
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— stilu rada nastavnika,
— zahtjevima koji se postavljaju pred uc¢enika i
— nacinu provjeravanja i ocjenjivanja i socijalnim odnosima u razredu.

Elektronsko ucenje

Huey B. Long (2004) navodi dvije definicije elektronskog ucenja. Prva
definicija pod elektronskim ucenjem podrazumijeva ,,svako ono ucenje koje se
zasniva na koriStenju elektronickih medija®“. Druga, znatno uZza, definiSe
elektronsko ucenje kao svaki oblik ucenja koji koristi mrezu za isporuku,
interakciju ili facilitaciju. U¢enje moZze biti ostvareno individualno (uz vodenje
ili instruiranje kompjutera) ili kao dio nastave. MreZzna nastava moze biti
sinhrona (u isto vrijeme) ili asinhrona (u razli¢ito vrijeme), ili neka od
kombinacija te dvije mogucnosti. Zbog jednostavnosti i veée obuhvatnosti,
ovdje ¢emo prihvatiti definiciju koja pod elektroni¢kim uc¢enjem (ili e-uc¢enjem)
podrazumijeva svako ono ucenje koje se zasniva na koriStenju elektronickih
medija. Jasno je kako se to danas odnosi uglavnom na digitalne medije koji
podrazumijevaju koriStenje kompjutera i interneta, $to prije nekoliko decenija
nije bilo moguce.

Teorijske osnove elektronskoga ucenja, e-ucenje

U poglavlju o teorijama ucenja nije posebno navedeno elektronsko
ucenje. To je zbog toga §to e-ucenje moze biti ostvareno polazeci od bilo koje
navedene teorije uz dodatak koriStenja elektronskih sredstava. Tako je ve¢
dvadesetih godina proslog vijeka Pressey izradio elektronsku masinu koja se
mogla koristiti za provjeru tanosti rezultata razlicitih ispita.

B. F. Skinner je svoju masinu za ucenje konstruisao tako da odgovara
principima bihevioristicke teorije ucenja. Programirana nastava je u pocetku bila
najces¢i pristup koji se koristio za ostvarivanje ucenja uz pomo¢ kompjutera.
Ona je nastala na teorijskim principima biheviorizma. Mark Lepper i Jean-Luc
Gurtner (1989) navode da se kompjuter moze koristiti kao nastavnik, ali i kao
sredstvo za eksperimentalno ucenje.

Kompjuterske simulacije s nedovrSenim zavrSetkom (open-ended
simulacije) omogu¢avaju naucna istrazivanja i osiguravaju induktivno ucenje uz
aktivno eksperimentisanje od strane ucenika/studenta, tako da oni mogu izvoditi
eksperimente koji su vrlo slozeni ili preopasni da bi se izvodili uzivo. Simulacije
fizickih sistema omoguéuju uceniku izvodenje stvarno nepostojecih pojava (npr.
oni mijenjaju zakon sile teze i posmatraju rezultate) i zapisuju svoja zapazanja.

Kompjuter na ovaj nacin prestaje biti tutor koji nas vodi kroz nastavni
proces, daju¢i nam povratne informacije o nasoj uspjesnosti, ve¢ je on prije alat
koji nam pomaze u nasem intelektualnom istrazivanju.

Uprkos velikim prednostima koje pruza savremena tehnologija, ona nas
ne oslobada napora kako bi mnostvo dostupnih informacija povezali u smislenu
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cjelinu, a jo§ manje nas liSava mogucnosti vlastitog doprinosa onome ¢ime se
bavimo.

Devedesetih godina proslog vijeka ubrzano se razvija internet Koji
postaje dostupan velikom broju korisnika u cijelom svijetu. On tada omogucuje
prikaz sadrzaja u obliku hiperteksta, ali u isto vrijeme sluzi i za slanje e-poste
¢ime se najavljuju njegove komunikacijske moguénosti. Medutim, u to vrijeme
se virtualna komunikacija koristila samo kao dodatak svakodnevnoj
komunikaciji licem u lice. Tokom devedesetih godina 20. vijeka i pocetkom 21.
vijeka sve viSe se razvijaju i koriste web sistemi koji omoguéuju saradnju i
komunikaciju ljudi na daljinu. Za razliku od pionirskog doba koristenja
interneta, njegove trenutne mogucénosti omogucuju da on postane novi
komunikacijski medij koji u nekim slucajevima moze u potpunosti zamijeniti
tradicionalne oblike neposredne komunikacije ljudi. Tako internet postaje
virtualnim prostorom u komu se odvija komunikacija izmedu uéesnika razli¢itih
zajednica Ciji ¢lanovi mogu Zivjeti u geografski udaljenim dijelovima svijeta i
koji se nikada ne moraju fizicki sresti. Uprkos naprednim moguénostima koje
ima savremena tehnologija, njih nije moguce koristiti za ostvarivanje aktivne
nastave bez aplikacija Ciji autori razumiju savremene pedagoske pristupe.
Uvazavaju¢i navedeno misljenje uvodenjem specijaliziranih alata — courseware
tool uklonjeni su ranije navedeni nedostaci.

Alati za e-obrazovanije ( courseware tool)

Trenutno na webu postoji nekoliko razli¢itin definicija alata za e-
obrazovanje. Denis Howe u svojoj elektronskoj knjizi: The Free Online
Dictionary of Computing kaze da su: ,,alati za e-obrazovanje programi i podaci
koji su koristeni u treningu koji je baziran na rad sa ra¢unarom®. Prema
NetLingo Classification: ,,Alati za e-obrazovanje su drugi naziv za instrukcijski
softver, alat za e-obrazovanje moze biti u obliku CD ROM-a, web stranice,
diskete, instrukcijskog zapisa ili programa za ucenje*. Alati za e-obrazovanje se
cesto koriste za obrazovanje ljudi u koristenju ra¢unarskih poslovnih aplikacija.

Courseware alati ne mogu biti zamjena za udzbenike, veé iskljucivo
kao dopunsko sredstvo u nastavnom procesu. Ovi alati sluze samo jasnijoj
prezentaciji gradiva, drugom nacinu sistematizacije znanja kao i drugom obliku
komunikacije izmedu nastavnika i ucenika. Svi courseware alati sastoje se od
dva osnovna dijela: prostor za nastavnika i prostor za ucenika. Zajednicka tacka
ova dva podrucja je znanje. Prostor za nastavnika predviden je za
najjednostavniji na¢in unosenja novih znanja, a prostor za uéenika namijenjen
najboljem razumijevanju tog znanja.

Kod naprednijih courseware alata prostor za nastavnika je podijeljen u
tri osnovna dijela:

— prostor za autora materijala,

— prostor za nastavnika i

— prostor za administratora sistema.
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Autor materijala priprema, organizuje i sistematizuje nastavne sadrzaje.
Uloga nastavnika je predavanje nastavnog gradiva, podsticanje komunikacije i
uopste saradnja sa ué¢enicima radi $to boljeg savladavanja gradiva.

Neki, napredniji, courseware alati daju mogucnost da materijale od istog
autora primjenjuju razli¢iti nastavnici u radu sa razli¢itim grupama. Uz pomo¢
courseware alata nastavnik moze pratiti ucenikov napredak, ucestvovati u
diskusijskim grupama i slicno. Uloga administratora je da osigura pravilan rad
ove vrste alata. Administrator je osposobljen za odrzavanje i instalaciju
programske i hardverske opreme. Uloga administratora je pracenje rada cijelog
sistema i izrada sigurnosnih kopija.

Prednost ovih alata je u tome Sto omogucavaju organizaciju ucenja
prema nacelu da svako radi onaj dio koji najbolje zna. Dosta ovih alata podrzava
tzv. OpenSource filozofiju §to zna¢i da nisu samo besplatni nego se uz njih
dobija i izvorni kod. Takva vrsta alata omogucava korisnicima da prilagode alat
svojim potrebama. Primjer besplatnih alata je ATutor (http://www.atutor.ca);
Moodle (http://www.moodle.org); Claroline (http://www.claroline.net).

Osim besplatnih alata postoje i tzv. komercijalni alati. Najpoznatiji su:
WebCT (http://www.webct.com); BlackBoard (http://www.blackboard.com) i
IntraLearn (http://www.intralearn.com). U odnosu na besplatne alate,
komercijalni alati nude i neke dodatne mogucnosti koje jo§ nisu dostupne kod
besplatnih alata:

— interni e-mail,

— korisStenje kalendara,

— izbor okruZenja,

— viSe moguénosti u provjeri znanja,

— podrsku za audio i video i

— podrsku za razmjenu sadrZaja.

Pri izboru alata potrebno je voditi racuna o tome da li alat podrzava
standard za razmjenu podataka u courseware alatima. Standardi omogucuju brz
prelazak s jednog courseware alata na drugi. SCORM je trenutno najvazniji
standard.

U klasi¢nom nacinu predavanja koristi se uvijek sinhrona komunikacija.
To znaci da u trenutku kada nastavnik predaje, ucenik slusa to gradivo. Pri
ovakvom nacinu komunikacije ucenik moze u svakom trenutku prekinuti
nastavnika i zamoliti ga za dodatno objaSnjenje. Ovakav na¢in komunikacije
moze se odvijati na tri nacina:

1. Videokonferencija — u ovom obliku uéenici mogu vidjeti nastavnika,

a u nekim slucajevima i nastavnik moze vidjeti ucenika. Ovakva vrsta
predavanja moZze se snimati za arhivu i kasnije ponovno pogledati.

2. Audiokonferencija — u ovom obliku ucenici mogu samo cuti

nastavnika, a slika je najcesce data u obliku prezentacije ili niza
stranica koje se izmjenjuju u ovisnosti o izboru nastavnika.
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.....

3. Tekstualna konferencija — najsli¢niji primjer ovakvom vidu
konferencije je klasi¢ni chat. Nastavnik upisuje tekst, koji se zatim
ispisuje na ekran svim ucenicima.

Jedna od vaznih moguénosti ovakvog nacina sinhrone komunikacije je
mogucénost javljanja ucenika. Ovakav oblik komunikacije omoguéava uceniku,
koji prati takav vid predavanja, da prekine nastavnika i zamoli ga za dodatna
objasnjenja.

Courseware alati najéeSc¢e signaliziraju nastavniku da neki ucenik zeli
pojasnjenje, a nastavnik zatim moze do kraja zavrsiti taj dio izlaganja i tek zatim
odgovoriti na postavljeno pitanje. Ovakav vid komunikacije u potpunosti
podrzavaju tek rijetki komercijalni alati, dok ga besplatni alati gotovo uopste ne
podrzavaju. Za razliku od sinhrone komunikacije koja omogucuje ucenicima
direktno pracenje predavanja, asinhrona komunikacija je moguc¢a sa odgodom. U
ovom slucaju ucenik bira vrijeme kada ¢e usvajati koje gradivo, kojom brzinom
i tempom. Komercijalni alati gotovo potpuno podrzavaju sve vazne moguénosti
asinhrone komunikacije, dok besplatni alati podrzavaju veéinu vaznijih
moguénosti. Naj¢e$¢e moguénosti asinhrone komunikacije su e-poSta i
diskusijske grupe. E-posta se ne razlikuje od uobicajene e-posSte i omoguéuje
ucenicima privatnu komunikaciju s nastavnikom. U diskusijskim grupama
ucenici mogu postavljati i odgovarati na sva javna pitanja i razmjenjivati
misljenje o odredenoj temi.

Jedna od najvaznijih osobina courseware alata uz sinhronu i asinhronu
komunikaciju je moguénost objavljivanja sadrzaja i provjere znanja ucenika.
Veéina courseware alata omogucuje unos sadrzaja direktno putem web
okruzenja.

Courseware alati koji podrzavaju SCORM standard omogucéuju i unos
sadrzaja putem odgovarajucih programa, koji mogu izraditi i sadrzaj u tom
formatu. Prilikom unosa sadrzaja putem web okruzenja nije potrebno predzanje
HTML-a ili kojeg sli¢nog formata. Vec¢ina njih omogucuje unos teksta u polje
koje je sli¢no Microsoft Wordu. Napredni alati kao S§to je WebCT imaju
mogucnost direktnog unosSenja slozenih matematickih formula. Unos je izveden
na slian nacin kao §to je to ucinjeno u Microsoft Equation editoru. Pojedini
komercijalni alati nude ¢ak i mogucnost direktne konverzije materijala iz
Microsoft Excela, Microsoft Worda, Microsoft PowerPointa.

Cilj svakog courseware alata je prenoSenje znanja na ucenika. Kako bi
se moglo provjeriti da li je cilj ostvaren potrebno je imati i moguénost provjere
znanja. Ove moguénosti razlikuju se od proizvodaca do proizvodaca
coursewarea alata. Osnovna razlika medu tim alatima je u vrsti pitanja koja se
nude.Vecina ih nudi moguénost biranja jednog ili viSe tacnih odgovora od vise
ponudenih, kao i odgovor nadopunjavanjem, a neki napredni imaju dodatne
mogucnosti kao $to su unos slike uz pitanje. Pitanja u courseware alatima mogu
biti smjeStena u bazu pitanja. Courseware alati, po pravilu, mogu utvrditi i
ocijeniti nivo znanja, a neki komercijalni alati mogu omoguditi nastavniku
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nadgledanje ocjenjivanja i intervenciju u ocjenjivanju. Ovo je veoma vazno,
naro€ito kod pitanja kod kojih je potrebno opisno odgovoriti. Ovakvu vrstu
pitanja je veoma tesko ocijeniti masinski, a vazno je imati i takvu moguénost
provjere znanja.

Medu alate, koji ispunjavaju sve gore navedene tehnicko-pedagoske
pretpostavke, izmedu ostalih, spadaju: Moodle i Atutor, koje ¢emo u daljem
dijelu rada opisati, i to Moodle detaljno a ATutor u kratkim crtama.

Moodle

Moodle je aplikacija za izradu i odrzavanje online Kkolegija putem
interneta. Projekt se kontinuirano razvija s namjenom podrske tzv. obrazovhom
okruzenju drustvenog konstruktivizma.

»Rije¢ Moodle je skracenica za Modular Object-Oriented Dynamic
Learning Environment (modularno objektnoorijentisano dinamicko obrazovno
okruzenje).

To je takoder i glagol koji opisuje proces sistematicnog prolaska kroz
neku materiju, koji omogucuje rad u vrijeme vlastitog izbora.Taj glagol najbolje
opisuje nacin nastanka i razvoja samog Moodle sistema kao i nac¢in na koji
ucenici i nastavnici mogu pristupiti obrazovnom procesu pri u¢enju na daljinu.

Moodle je sistem koji se neprekidno unapreduje na ¢emu radi veliki broj
istrazivaca. Asocijacija prihvata nove ideje — rjesenja svojih korisnika koja se u
praksi pokazu efikasnim. Ako nakon javne rasprave neko rjesenje dobije
pozitivnu ocjenu i prode testove kompatibilnosti, ukljucuje se u popis dodataka
koji se mogu koristiti uz originalni program.

Broj korisnika Moodlea iz dana u dan se povecava. Do januara 2012.
godine registrovano je 65.753 stranica koje se koriste u viSe od 200 zemalja
svijeta. Aktivno je 5.732.541 kurs koji vode 1.282.410 nastavnik sa ukupnim
brojem polaznika koji iznosi 56.303.498.

Moodle je web aplikacija namijenjena upravljanju kurseva (course
management system — CMS). Sistem za upravljanje kursevima se obi¢no nalazi
na internet serveru i omogucuje studentima i nastavnicima pristup resursima i
aktivnostima s bilo kojeg racunara povezanog na internet. Sistem Moodle je
prije svega namijenjen ucenju koje podrazumijeva virtualnu interakciju ucesnika
i to ne samo sa sadrzajima, ve¢ prije svega medusobno. Medutim, njega je
svakako moguce koristiti i za izradu i prezentaciju sadrzaja u digitalnom obliku,
a time i udzbenika u elektronskom okruzenju. Treba napomenuti da tako
pripremljen udzbenik ne moze biti koristen kao CD, ve¢ kao materijal koji se
nalazi na internetu. lako je Moodle besplatan software, on je napredna aplikacija
koja omogucuje:

— izradu velikog broja kurseva na jednom sistemu,

— planiranje kursa — raspored aktivnosti, kalendar,

— upravljanje korisnicima, korisnickim ulogama i grupama korisnika na

kursu,
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—rad s ve¢ postoje¢im datotekama i obrazovnim sadrzajima,

— provjera znanja i ocjenjivanje korisnika,

— pracenje aktivnosti korisnika,

— mnogobrojni alati za komunikaciju i kolaboraciju medu korisnicima,

— upravljanje sistemom — sigurnosne kopije, statistike, logovi i

— opseZzan sistem pomoci.

Sabine Graf i Beate List (2005: 163) su provele evaluaciju devet sistema

za e-ucenje otvorenog koda:

— ATutor, version 1.4.1,

— Dokeos, version 1.5.5,

— dotLRN, version 2.0.3,

— ILIAS, version 3.2.4,

— LON-CAPA, version 1.1.3,

— Moodle, version 1.4.1,

— OpenUSS, version 1.4,

— Sakai, version 1.0 i

— Spaghettilearning, version 1.1 (DOCEBO).

U pet od ukupno osam kategorija sistem Moodle se pokazao

najefikasnijim:

1.
2.
3.

4.

komunikacijski alati (forumi, chat i sl.),

objekti ucenja (testovi, vjezbe i sl.),

upravljanje  korisnickim  podacima  (pretrazivanje,  statistika,
prepoznavanje prisutnih korisnika, podaci o korisnicima),

korisni¢ko okruzenje (npr. jednostavno — prijateljsko korisni¢ko
okruzenje, podrska, dokumentacija) i

prilagodljivost (moguénost prilagodavanja dizajna web sistema u cjelini
i za svakog korisnika, prilagodljivost objekata ucenja pojedinim
korisnicima i sl.).

U preostale tri kategorije koje se odnhose uglavnom na tehnicki aspekt,

administrativne mogucénosti i mogucnosti upravljanja kursevima, Moodle je
postigao prosjecne rezultate, ali se ukupno pokazao najboljim sistemom za e-
ucenje otvorenog koda. Sistem Moodle je dobro predstaviti kao virtualni prostor
koji se sastoji od razli¢itih podsistema organizivanih na sljedeéi nacin:
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— na naslovnoj stranici se nalaze osnovne informacije, alati i precice koji
omogucuju pristup unutrasnjem dijelu virtualnog prostora;

— unutra$njost prostora je podijeljena na kurseve unutar kojih postoje
razliciti web alati ¢ija je funkcija da omogué¢i nastavniku i kreatoru
kursa elektronskog ucenja uredivanje i objavljivanje resursa i
ostvarivanje razli¢itih aktivnosti u¢enja;

— aktivnosti ufenja se mogu ostvariti posredstvom komunikacijskih
aktivnosti kao $to su forumi, chat, radionice 1 sl.;
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—osim toga nastavniku su na raspolaganju razli¢iti alati za izradu
upitnika, kvizova, enciklopedija u obliku hiperteksta, arhiva i sl.) i

— korisnici medusobno ostvaruju komunikaciju koristenjem privatnih
poruka.

Forumi predstavljaju najvazniju komunikacijsku aktivnost koja se
ostvaruje asinhrono. Forume moze otvarati urednik foruma, odnosno osoba koja
ima uredniCka ovlaStenja. Svaki se forum moZze sastojati od vise tema koje
zapocinje urednik foruma ili bilo koji korisnik. U okviru svake teme moze biti
viSe objavljenih priloga. Za pisanje i objavu priloga koristi se editor teksta u
HTML formatu koji je vrlo slian bilo kojem drugom tekst editoru tako da
korisnici, po pravilu, nemaju problema s Koristenjem foruma, ako imaju
elementarno informaticko predznanje.

Objavljeni tekstovi uc¢esnika se mogu prikazati na Cetiri razli¢ita nacina:

1. u hijerarhijskom obliku, onako kako su ucesnici odgovarali na poruke

svojih prethodnika,

2. pocevsi od najstarijih poruka,

3. pocevsi od najnovijih poruka i

4. prikaz poruka u nizu (prikazana je hijerarhijska struktura naslova,

imena autora i datuma objavljivanja bez teksta poruke).

Osim toga, na svakoj stranici postoji polje za upis klju¢nih rijeci koje
program moze pronac¢i na bilo kojem forumu. Sistem dodatno omogucuje
pregled svih objavljenih priloga na forumima po hronoloskom redoslijedu za
bilo kojeg ucesnika. Sve su to mogucnosti koje olakSavaju jednostavnu
kvalitativnu analizu ve¢ na samom sistemu Moodle.

Autori sistema Moodle nastoje promovisati pedagosku filozofiju u kojoj
naglasavaju Cetiri bitna aspekta:

1. konstruktivizam koji pociva na pretpostavei da ljudi aktivno

konstruisu svoje znanje u interakciji sa svojom okolinom;

2. konstrukcionizam koji smatra da je uéenje posebno efikasno pri
kreiranju sadrzaja za druge korisnike;

3. drustveni konstruktivizam povezuje prethodne ideje sa saradnickim
djelovanjem lokalne zajednice i procesom stvaranja kulturnih
vrijednosti koje imaju zajedni¢ko znacenje, pri ¢emu ucesnici takvih
zajednica sve vrijeme uce o tome kako biti dio te kulture na vise
razlicitih nivoa i

4. moguénost uskladivanja dvije suprotstavljene vrste ponaSanja od
kojih prvo nastoji biti objektivno i utemeljeno na Cinjenicama, logicki
definiSu¢i svoje ideje pronalaze¢i nedostatke u suparnickim idejama;
drugo ponasanje je viSe empaticko, uvazava subjektivnost, nastoji
slusati i postavljati pitanja kako bi razumjelo tude videnje neke
situacije.
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Oni smatraju kako bi prilikom organizacije ucenja ucenik trebao imati
sredi$nju ulogu, a ne obrazovni sadrzaji prezentovani u digitalnom obliku za
koje nastavnici smatraju kako bi ih ucenici trebalo znati. Vazno je, smatraju
autori sistema Moodle, shvatiti kako svaki ucesnik elektronskog ucenja moze
biti u isto vrijeme nastavnik i u¢enik. Uloga nastavnika moze od izvora znanja i
osobe koja provjerava usvojenost znanja, postati osobom koja poti¢e druge na
ucenje, istrazujuéi pri tome ucenicke potrebe, vodeci rasprave i aktivnosti kako
bi se ostvarili zajednicki ciljevi ucenja.

Zakljucak

Konstruktivisticki model nastave uz primjenu obrazovnog softwarea
unapreduje nastavni proces u odnosu na tradicionalni te sugeriSe obrazovnim
institucijama potrebu tehni¢ko tehnoloske i kadrovske pripreme za uvodenje
konstruktivistickog pristupa u nastavni proces. Ovo znaci da se obrazovanju
nastavnika za uspjeS$no izvodenje konstruktivistickog modela nastave posveti
posebna paznja i da stru¢no usavrSavanje nastavnika bude permanentni proces
koji prati savremena didakticko tehnoloSka nastavna sredstva. Za uspje$nu
realizaciju savremene nastave potrebno je osigurati da izvori informacija
(biblioteka, internet, seminari...) budu dostupni svim ucesnicima obrazovnog
procesa. Nadamo se da ¢e ovaj pristup nastavi na¢i plodno tlo na nasim
podrudjima i zazivjeti kao praksa u nastavnom procesu.
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EFEKTI LOSE USVOJENOG ZNANJA STUDENATA
NA RAZUMIJEVANJE INFINITEZIMALNOG RACUNA

1. Uvod

Pocetak ucenja infinitezimalnog racuna podrazumijeva susret sa
grani¢nim procesima — grani¢nom vrijednosc¢u niza i funkcije. I obi¢no se desi
da taj temeljni dio bude najlosije savladan. Razlog je naravno u teoretskim
postavkama grani¢nih vrijednosti koje mnogi studenti ne mogu savladati ni
poslije dva, tri ¢itanja i nakon toga odustanu od daljih pokusaja razumijevanja te
teorije. U dobrim udzbenicima matematicke analize teorija je potkrijepljena sa
dosta primjera i komentara koji pomazu ¢itaocu. Medutim, isto tako je bitno da
se prije grani¢nih vrijednosti obradi gradivo koje se odnosi na skup realnih
brojeva i njegove osobine (formiranje skupa realnih brojeva R, apsolutna
vrijednost realnog broja, intervali u skupu IR, prebrojivi i neprebrojivi skupovi i
dr.). Vecina ovog gradiva se obraduje i na gimnazijskim (i njima srodnim)
kursevima matematike, ali i pored toga, neki studenti nisu adekvatno obuceni za
savladavanje infinitezimalnog racuna.

2. Testiranje studenata

Za pocetak mozemo se zapitati koja su to predznanja bitna da bi student
bez vecih problema mogao savladati gradivo infinitezimalnog racuna. Mozemo
napraviti sljedeci spisak:

—uvjezbanost u operacijama sa stepenima, polinomima i racionalnim
algebraskim izrazima,

— poznavanje osnovnih nejednakosti i osobina nejednakosti,

—razumijevanje pojma apsolutne vrijednosti, poznavanje osobina
apsolutne vrijednosti realnog broja,

— uvjezbanost u rjesavanju jednacina i nejednacina,

— razlikovanje racionalnih i iracionalnih brojeva,

— poznavanje pojma intervala i razlikovanje vrsta intervala u skupu R,

— razlikovanje prebrojivih i neprebrojivih skupova,

kao neki minimum znanja i vjestina koje treba imati svaki student koji
se prvi put srece sa pojmovima limesa, izvoda, integrala itd.

* almirh@mf.unze.ba
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Testirali smo studente Univerziteta u Zenici, medu kojima su bili
studenti Masinskog, Ekonomskog i Pedagoskog fakulteta (odsjek za Matematiku
1 informatiku) na sredini zimskog semestra. Sadrzaj testa je bio sljedeci:

1. Dat je interval (0,2). Opisite ovaj interval — koji brojevi se nalaze u

tom intervalu, $ta se mozZe re¢i o najve¢em, odnosno najmanjem broju iz tog
intervala?

2. Izmedu sljedeéih brojeva podvuci sve iracionalne:

log 3, sin % 30,001, 4/0,0004, 72, In §/e®, cos® % ,cos® %

3. Zaokruzi tac¢ne tvrdnje:

a) [zmedu svaka dva realna broja nalazi se realan broj.

b) Izmedu svaka dva racionalna broja nalazi se racionalan broj.

¢) Racionalnih brojeva ima mnogo vise nego iracionalnih u skupu R .

d) Ne postoji nijedan racionalan broj u intervalu (0,1) :

4. Rijesiti nejednacine po nepoznatoj X:

a) [x—%| <&

b) [x—X,| > —&

Mogu li se odabrati brojevi X, i ¢ tako da neka od ove dvije

nejednacine nema rjeSenja ili da ima beskonacno mnogo rjesenja?

5. U jednom starom kineskom tekstu Zhuangzi spominje: ,,Ako imamo
Stap duzine jedne stope i ako svaki dan odsijeCemo pola Stapa, to bi se moglo
raditi zauvijek®. Jeste li saglasni sa ovom tvrdnjom?

6. Ako vrijedi nejednakost |X—X,|<&, kazemo da tatka x pripada
O —okolini tacke X,. Poznavaju¢i tu Cinjenicu, izrecite poznatu definiciju
grani¢ne vrijednosti:

Kazemo da je Y, € R granicna vrijednost funkcije f (X) u tacki X, ili

da funkcija f(X) tezi ka Y, kad x tezi ka X, i pisemo: lim f(X)z Yo, ako
X—>Xo

(Ve>0)(35=5(£)>0)(vxe X)(0<[x—x,|<5=|f (x)-yo| <&),

koriste¢i pojam okoline u dva navrata (dva puta).
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7. Koristec¢i

lim(2x-1)=5.

x—3

definiciju

u

Sestom

zadatku,

dokazite

da

je

Testirano je 270 studenata. U donjoj tabeli prikazani su rezultati
testiranja po broju i procentu studenata koji su rjesavali test.

3. Rezultati testiranja

Zadatak Tacno rijeSeno Djvelornlcno Ne tva cno
tacno r1jeseno

1 128 (47,41%) 89 (32,96%) 53 (19,63%)

2 73 (27,04%) 186 (68,89%) 11 (4,07%)

3. 115 (42,60%) 145 (53,70%) 10 (3,70%)

4. 38 (14,07%) 124 (45,93%) 108 (40,00%)

6 3 (1,11%) 6 (2,22%) 261 (96,67%)

7. 4 (1,48%) 7 (2,59%) 259 (95,93%)

UKUPNO | 22,29 % 34,38 % 43,33%

Peto pitanje u testu ne mozemo smatrati zadatkom. Ono je zadato s
namjerom da se vidi da li studenti mogu razumjeti intuitivno grani¢ne procese i
da li bi teoretsko znanje mogli primijeniti u praksi. Na ovo pitanje 262 studenta
odgovorila su potvrdno (97,04%), a 8 studenata je odgovorilo negativno
(2,96%). Studenti su poticani da dadnu i dodatno obrazlozenje. Oni koji su bili
saglasni sa tvrdnjom i koji su pisali neki komentar, uglavhom su napisali da je
izjava kineskog mudraca ta¢na sa teorijskog aspekta, ali da se postupak opisan u
tvrdnji ne moze prakti¢no izvesti, jer nemamo alat za rezanje Stapa na
mikromilimetarske dijelove. Oni koji nisu saglasni sa tom tvrdnjom istakli su
upravo nemogucnost prakti¢nog izvodenja opisane podjele.

Ocjenjujuci globalno, mozemo re¢i da je test lose rijesen, jer je skoro
50% pitanja i zadataka ostalo nerijeSeno ili je pogresno rijeseno.

Prva tri zadataka trebalo je da provjere koliko studenti razumiju
strukturu skupa realnih brojeva. Ovi su zadaci najbolje rijeseni u testu, ali ipak
ispod 50% rijeSenosti. Treba uzeti u obzir i da su drugo i trece pitanje bili na
principu odabira odgovora izmedu vise ponudenih, tako da medu studentima
koji su ta¢no odgovorili na ta pitanja ima sigurno i onih koji su to uspjeli ,,na
srecu”, tj. pogadanjem. Samo 59 studenata su rijesili tacno prva 3 zadatka.

Cetvrti zadatak je testirao vjestinu rje§avanja nejednacina sa apsolutnom
vrijedno$¢u. Ovaj je zadatak rijeSen loSije nego prva 3 zadatka. Medutim,
imajuci u vidu da je ukupno 60% studenata ili tacno ili djelomic¢no rijesilo ovaj
zadatak, mozemo zakljuciti da to studentima nije nepoznata materija. Vjerovatno
bi procenat rjesivosti bio veéi da su u nejednadini umjesto X, i ¢ bile zadate

poznate konstante.
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Na osnovu rezultata koje su studenti postigli na prva 4 zadatka mozemo
re¢i da vecina studenata nema potrebna predznanja da bi mogli shvatiti osnovne
postavke infinitezimalnog ra¢una — grani¢nu vrijednost, derivaciju, integral i dr.
Ovo je konkretno i potvrdeno rezultatima testa na zadnja dva pitanja. U situaciji
gdje studenti trebaju konkretno pokazati kako su razumjeli definiciju grani¢ne
vrijednosti 1 kako je mogu primijeniti, samo tri studenta su tacno rijeSila
posljednja dva zadatka. Jo§ sedmoro njih je djelomi¢no odgovorilo na 6. i 7.
zadatak, a ostali su ve¢inom propustili da bilo §ta napisu kao rjesSenje zadnja dva
zadatka.

U analizi lose uradenih testova zakljucili smo da je simptomati¢no da su
najlosije uradili test oni studenti koji su loSe rijesili prvi zadatak. 53 studenta su
netacno rjesili prvi zadatak. Jedan dio njih nije niSta napisao kao rjesenje, a
ostali medu njima su ponudili sljede¢e odgovore:

— U intervalu (0,2) nalazi se samo jedan broj i to 1. Taj broj je

istovremeno i najveci i najmanji broj u intervalu.
. . 1.3 o
— U intervalu (0,2) nalaze se brojevi: 0,5,1,5,2. Najmanji je 0, a

najveci broj je 2.

— U ovaj interval spadaju svi brojevi od 0 do 2. 0 je minimum, a 2 je
maksimum.

— Ovaj interval zavisi o skupu brojeva koje smo odabrali. Ukoliko je ovo
prirodan skup brojeva, onda 0 ne postoji, a 2 je prirodan broj.

— U intervalu se nalaze brojevi 0,1 2.

4. Zakljucci

Veé¢ smo rekli da smo ocekivali da ¢e zadatke koji se odnose na
definisanje grani¢ne vrijednosti uspjes$no rijeSiti samo oni koji ta¢no rijeSe
zadatke i pitanja koji se ticu potrebnog predznanja. Medutim, medu studentima
koji su uspjesno rijesili prva 4 zadatka (32 studenta) bilo je mnogo vise onih Koji
nisu rijesili zadnja dva zadatka.

Problem razumijevanja pojma granicne vrijednosti Cesto se pojavljuje
kao tema istrazivanja na evropskim i ameri¢kim univerzitetima. U vecini tih
istrazivanja zakljuCuje se da je potpuno razumijevanje pojma grani¢ne
vrijednosti vrlo rijetka pojava medu studentima. Nabrojac¢u neka od njih:

— Bezuidenhout 2001,

— Cottrill, Dubinsky i dr. 1996,
— Simonsen 1995,

— Cornu 1991,

— Williams 1991,
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— Sierpinska 1987,

— Davis i Vinner 1986,
— Robert 1982,

— Tall i Vinner 1981.

Stavise, studije koje su istrazivale poteskoce studenata vezano za
usvajanje pojmova neprekidnosti, diferencijabilnosti i integrala, pokazale su da
je najveci dio tih poteskoca povezan sa grani¢nim vrijednostima (Orton 1983,
Tall 1982).

Mnogi istraziva¢i (Williams, Tall, Vinner, Monaghan, Sun i dr.)
smatraju da je najce$¢i nalin shvatanja pojma limesa medu studentima
dinamicko-teoretsko poimanje limesa: funkcija se priblizava svom limesu kroz
beskona¢no mnogo malih uzastopnih koraka i posljedica ovakvog nacina
razmiSljanja je pogresan zakljucak da funkcija ne moze dosti¢i trazeni limes.
Steven R. Williams (Washington State University) isti¢e jo§ nekoliko pogresnih
predstava prilikom pokuSaja razumijevanja grani¢nih vrijednosti:

— dinami¢ko-prakti¢no poimanje limesa: lim f (X) odredujemo tako da
X—>Xo

u viSe navrata umjesto X uvrStavamo vrijednosti koje su sve bliZe broju X,
— stati¢ko poimanje limesa: lim f (X) =f (XO) :
X=Xy

— limes kao granica: limes je broj ili tacka iza koje funkcija ne moze i¢i,
— limes kao aproksimacija: limes je aproksimacija koja se moze naciniti
s tacnos$¢u koju sami odaberemo.

R. L. E. Schwarzenberger i D. O. Tall u studiji iz 1978. istiCu opasnosti
koje se javljaju kad formalnu definiciju limesa pokusavamo objasniti
neformalnim iskazima. Tada se Cesto upotrebljavaju fraze kao Sto je npr. ,,po
volji malo® ili ,,blizu“, ,,dovoljno malo“ i sl. Takvi izrazi kod studenata vrlo
Cesto stvaraju pogresne predstave o pojmu limesa.

Neki od autora (Tall, Monaghan, Li i Sun) zakljucuju u svojim
istrazivanjima da ni koristenje napredne tehnologije (bazirane na ra¢unarima)
nije pomoglo studentima da bolje savladaju grani¢ne procese.
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Bujespuna Crpy4nn pan

METOJINYKHU TTIPUCTYTI IMGEPEHLIMPAHOM
MOJIEJIOBAY TTIPOBJIEMCKUX 3AJIATAKA
METOJIOM VKU 1 JEJTHAUMHA

Veoo

Sugpepenyuparse (differentiation, differenciation) wspas motnue on
natuHCKe pujeun differentia mrTo y mpeBoay 3HAYM pa3nMKa W O3HAYaBa
pasaBajame, pasiuuKoBame, pamranamuBambe’ (Ilemaromka ennukmomenuja 1:
91).

Y TO3UTHBHOM CMHUCIY Oughepenyuparbe 3Ha4u (opMHpame Tpyma
y4eHHWKa paad FHHUXOBOT e(UKacHHWjer HampemoBama. 3a caM  IojaM
IudepeHnnpama He MOCTOjH jeIMHCTBEH cTaB. [Ipuino3n u cxBarama ayropa o
nojMy audepeHImpama ce pa3iuKyjy.

VY naHammeM JIEMOKPATUYHHjEM CBHjEeTy IIKOJICKO TudepeHInpame
noOuja HampeaHU]y YJIOTY U ycMjepaBajyhy, caBjeTOAaBHY M COIUjaIH3aIHOHY
¢yakiujy. OHO je opraHu3alioHa Mjepa Koja ycCMjepaBa YYCHUKE Ipema
BUXOBAM CIEIUPUIHAM, Mel)ycOOHMM pazinkama y TMpUBpPEMEHE W CTallHe
HactaBHe rpyme. CaBpeMeHa HacTaBa MareMaTHKe Tpeba na Oyae akTHBHa,
pa3Bujajyha u mojctuiajHa 3a cBe yueHuke. CBaku ydeHUK Tpeba Jia Hampeayje
y CKJIaJly ¢a CBOjUM CIIOCOOHOCTHMA M MOTEeHIIMjaTHuM MoryhHoctuMa. Hactapa
OynyhHoctn Tpeba aa MoACTHYE aKTHBHO M KOHTHHYHPAHO y4YEH-€ HAaCTaBHUX
caJapxkaja, OTKpUBakE HOBHX Be3a, NMPAaBWJIA M pellaliyja U Jia Ha TakaB HauMH
oMoryhm cBakoM YYEHHWKY Jla HW3a3d CBOjy KpPEaTHMBHOCT M CTBapallauku
noteHimjan. /ludepeHunpaHo MojenoBame NMPOOIEMCKHX 3a/aTaka METOIOM
IOy’)XU ¥ jeJJHAYMHA je caMO jelaH Malli KOpak y MOJEIOBamy MpPOOIEMCKHX
3ajlaTaka Koje Npe/iCTaB/ba BEOMa CIIOKEHY WM 3HadajHy TeMy ca Hay4dHO-
TEOPHjCKOT ¥ TPAKTHUYHOT aclekTa W Koje y IJeJIOCTH HCIyHhaBa 3aXTjeBe
caBpeMeHe METOMYKE HACTaBe MaTEeMaTHKE.

1. Memoode mooenosarea y nouemnoj Hacmasu mamemamure

Kperame caBpemeHor cujera mporpahieHO je 3HAaHCTBEHO-TEXHUYKOM
PEBOJYIIMjOM, KOja MPeJl CABPEMEHOI YOBjeKa CTaBJba OpojHe mpobieme. 3aTo je
notpeOHO oaroBapajyhuMm cucreMoM HacTaBe OCHOCOOJbaBaTH MIIaje JbyZIE 3a
JKUBOT | pajJl y OpojHUM MpOoOIEeMCKUM CUTyalujama y Kojuma he MopaTH 3HaTH,
YMjETH U XTjETH pjelllaBaTH youeHe Mpoodiieme.

* dragana.skocajic@gmail.com
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Ilpobnem je CyOjeKTUBHU [OXKMBJba] HEKE CYINPOTHOCTH, a Ta
CYNPOTHOCT HCKa3zyje ce Kao OwWromapHu oOnxHOC u3Mely mo3HaTora u
HETI03HATOTa, JAaTOT M 337aTOr, OTKPUBEHOTa M HEOTKPHBEHOT'a, IIOCTUTHYTOT U
HETOCTUTHYTOT, SKCIUTMIIMTHOT ¥ MMIUTUIIUTHOT, U3BjECHOra M HEM3BjeCHOTa M
c1. Y HacTaBu Te MPOTHUBPjEYHOCTH Kao Mpobieme pjelnaBajy Y4eHUIH Y3
nomoh HactaBHuka. IlomMOh HacTaBHHMKa OJHOCH C€ Ha ICHXOJIOIIKO
NpuIpeMame yUeHHKa 3a pjeliaBambe mpoOiiemMa, cTBapame HM3BOpa Koju he
YUEHHIIM NPOYYaBaTH paJu MpoHaJaKema pjeliemha, moMoh y gopMynanuju u
M30IITpaBamy NpodiIeMa, CaBjeT y caMOj TEeXHHIW M HA4YWHY pjellaBama
npobiema. [lpunrkom pjemaBama mpodiiema A0Ia3u 10 U3pakaja cBa HUXOBA
CTBapaJlauka KpeaTUBHOCT y MPOHANIAKEHY pjelicha UM BUIIE HaUWHA JOJTacKa
IO pjemiema AaTor UM Ipobiema. 3a pjerraBame CBakor MmpodiieMa moTpedHo je
MHTCH3MBHO pa3MHIUBAke O MPUKYIUBCHUM MOJAlIMa M HHHXOBO)
KOMOMHATOPUIM, CHara KOHCTPYKTHUBHE MalllTe y KOMOWHAIMjH Ca TEXHUKOM
uHTENeKTyamHor pana. [Ipobiem ce pjeriaBa Tako Aa ce MmoJjia3u oJ] OHOTa JaTor,
MIO3HATOT, W3BjE€CHOT, EKCIUTMIUTHOT U Y3 MOMOh mpoydYaBama M3BOpa Mpea3y
Ce Ha OHO INTO je HEMO3HaTO, 3aJaH0, Heu3BjecHO. PjemaBame mpobiema
ocrocobjbaBa yUEHHKE 32 CaMOCTaJaH HWCTPOKUBAYKU pajJ CTBapajaykor
kapakTtepa. llpuimkoM pjemaBama MaTeMaTHYKHX NpobOiIeMa oOja BeITHKe je
BaXHOCTH METOJ]a MAaTEeMAaTHYKOT MOJEJIOBama Koja CBOjy MpPUMjeHYy Halla3d y
MOJIENIOBalbY PAa3HUX KUBOTHUX CUTYyallHja, OJHOCHO IMpeBohemYy KOHKPETHUX
mpo0iieMa Ha MaTeMaTnyky je3uk. Hajsehn Opoj mpoGiema y modeTHOj HacTaBU
MaTeMaTHKe Ce WIaK CBOIM Ha pjeliaBame rmomohy jenHaunHa. Ty ce jaBipajy
temkohe kao mrTo cy: hopMHUpame oaropapajyhe jeqHauMHe U pjelaBambe UCTE.
300r Tora je oj] BEJIMKOT 3Ha4aja Jja ce MOYHY NMPUMjSHUBATH JIPYTH MOTOIHUjH
MOJIEJIH 3a pjelIaBambe MPOOIEMCKHX 3aaTaKa.

Y no4eTHOj HAaCTaBU MaTEeMAaTUKE CE M3/IBajajy MOJICIH Kao IITO CY:

— HOI‘I/I‘IKO'KOMGI/IHaTOpHI/I MOJCIH,

— apUTMETHYKO-JIOTHYKH MOJIEIH,

— TEOMETPHjCKU MOJIENN pjeliaBama mpodiemMa,

— MOJIEJIM CTOXaCTUYKHUX I10jaBa,

— MOJIeNTH IIpo0JieMa Mjeperba, Barama 1 IpecHIiama,

— MOJIENTH IIpo0JIeMa Ha KBaIPATHO] MPEKH,

— MOJIEJIM T€OMETPHjCKUX MPodIIeMa,

— MaTeMaTHUYKe UI'Pe U HUXOBE CTpaTeruje.

[IpeaMer nasbUX WCTpaXHBama OBOT pajia Cy T€OMETPHUjCKH MOJEIN
pjemaBama npobiieMa KOju ce KOpPHCTE, WM MOTY J1a c€ KOPHCTE y IOYETHO]
HacTaBU MaTE€MaTHKCEC.

1.1. I'eomempujcxu modenu pjewsasara npodrema
IleHTpanHO MjecTo y Tmpoliecy pjelliaBama MNpoOJeMCKUX 3ajaraka

3ay3uMa (hasza nedrHUCama MOJIENa, OJJHOCHO CacTaBJhakhe TUIaHA 3a PjelllaBama
uctor. Jlepunucamy Mozena MpeTXoU yodaBame ojHOca Mely BenmuumHama,
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NpoHaJaKeme Be3a u3Mel)y 3a1aTuX U TpaKeHUX eleMeHaTa Ha OCHOBY KOjUX ce
nasse yTBphyje mMomen 3a onpehuBame W pjemiaBame MOCTaBIHEHOT Ipobiema.
Hajrexxn 3amatak je m300p Momena W METOAa y pjeliaBamy IMpoOiieMa KOju
omoryhaBajy na ce cuTyauuja y 3agatky ,.euou®. Ilpunmkom mnpeBohema
MPOOJIEMCKOT 3aJaTKa 13 TeKCTyanHe (hopMe Ha MaTeMaTHIKH j€3UK, KOPUCHO je
y momoh Mo3BaTH HEKY CKHITY, IPTEX N CIUKY, OMI0 KOju TpadUdIKu MPUKa3
onHOca Meljy BelTMYrMHaMa KOju ce TI0jaBJbyjy y IpOoOJIEeMCKOM 3aJaTKy.

Teomempujcke  ¢pueype cy  HaJIOTOAHMjE 33  MPEJACTABIbAILE
TEOMETPHjCKHX MOJIeNIa pjelaBarma mpooiemMa:

a) MeToa TYXKH,

0) MmeToa TabiuIa,

B) METO/a MIPaBOYTA0HHKA,

r) MeTona rpadona,

1) MeTo/1a OJIOKIHjarpama.

3axBasbyjyhu TNPUMjEHH OBAKBUX OYUSICOHUX METOJA IPUITHKOM
MpOHANAXEma pjellieha W pjelllaBarma MPOOIEMCKHX 3aJaTaka, CHTyalHje y
npoOJeMCKUM 3aaliiMa TI0CTajy MHOTO jacHHje, OJmKe M 3aHUMIBUBHUjE
Y4YCHULIMA.

1.1.1. Memooa oyaicu

IIpu pjemaBamy mpobiema moceOHy TeMIKOhy MpeNCTaB/hba yOUaBame
onHoca mely BemmunHama. llpunkom npegohera mpobnema Ha MaTeMaTHIKA
JEe3WK KOPHUCHO je CIYXKHUTH ce: AyXuma, rpadoBUMa, MPaBOYraOHHIIUMA,
KpYrOBUMa HUTN.

Hyorc ce, ka0 reoMeTpHjcKa Gpurypa, MoyKe KOPUCTUTH TPH TTOCTaBIbAY
MaTeMaTHYKOT MOJIeJla HEeKUX Ipo0iieMa, CBe y Wby JIaKIIer (opmMupama came
jeIHaYMHE 32 BUXOBO pjelIaBambe.

Memoda oyarcu:
— MO3HAaTe U HEMO3HATe BEJIIMYMHE Ce M3paxaBajy My’KMHAMa, a je[HaulHa ce
CBOJIM Ha j€THOCTABHHUjU OOJIMK KOJH j& JIAKIIe PHjeIInTH.

Mertona nyxu TojeqHOCTaBJbyje (hopMUpame jeJHauYnHE 32 HEKe TpyIie
3ajaTaka u ynpomrhaBa lUXOB 00JIHK, 2 THME U BbUXOBO Pjeliehe.

OcHOBHE MaTeMaTH4YKe pelaldjeé MOry ce IMpHUKa3aTH Ay)XKHMHaMa Ha
cipenehu HaunH:

a) JenqHakocCT JBHje BEJIUYHMHE a U O:
BEJIMYHWHA a: | |

BeJIMYMHA O: | |
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0) Bennunna a je 3a yetupu Beha ox Benuumne 0:

4

BEJIMYMHA a: |
Benn4nHa O: | |
B) Bennuuna a je aBa myta Beha on BenuuuHe 6:

BEJIMYMHA a: | | |

BeJMunHa O: | |

) ¥Y3acTOImHN NpUPOTHH OpOojeBu:
Ipeu 6poj (n): | |

Hpyru 6poj (n+1): | |
Tpehu 6poj (n+2): | | | |

YerspTu 6poj (nt3): | [

n) Y3actomHu napHU (HeTapHu) OpojeBH:
Ilpsu 6poj (n): ||
Apyru 6poj (n+2): | | |

Tpehu 6poj (n+4): | [

YerspTu 6poj (n+6): | [ R

Hpumjep 1 Tepuma uma 36 nonTuma: OMjeNnX, >KyTHX M IUIABHX.
bujenux nontuiia uMa JBa MyTa BHIIE HETO )KYTHX, a IJIABHUX JIONTHIA KOJIHKO
oumjennx W KyTHX 33jenHo. Kommko Ilepuria mma Oujenux, )KyTHX W TUIaBUX
nonruua?

Pjememe: )xyTux sontuna: | |

Oujenux JONTHIIA: | | |

! Mpumjepn 3anaraxa ysern u3 yuGenuka ap Janoma ITnnrepa, MateMaTHuKO
MOJIETIOBakE Yy TIOYETHOj HacTaBu MaTtemaTuke, Combop, 1997.
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18.

IUIaBUX JIONTHULIA: | | | |

3ajeHO: | | | | |

YkynHo: 36 nonTHia.

36:6=6; K=6,b=2-6=12,I1=3-6=18.

Oprosop: Xyrtux jonTtura nMa 6, omjenux 12, a miaBuX JONTHIIA UMa

[pumjep 2: 36up yetupu y3actorHa napHa Opoja je 4020. Koju cy to
OpojeBu?

Pjemese: [IpBu 6poj: | |

Hpyrupoj: [ | 2|

Tpehu 6poj: | 2 |2 |

YeTspTH 6pOj: | 2 | 2 | 2 |

36up 6pojesa: | | | | |12 |

Tpaxena jeqnaunna je: 4 x + 12 = 4020
X =4008: 4
x = 1002

Onroeop: Tpaxenu Oopojesu cy: 1002, 1004, 1006 u 1008.

ITpumjep 3: 30up aBa Opoja je 56, BHLUXOB KOJIWYHUK je 4 U ocTaTak 1.
Koju cy To 6pojesu?

Pjememe: IIpBu 6poj: | | | 1

Hpyru 6poj: ||

Huxos 36wmp: | | | | | 1

Tpaxena jeqnaunna je: S5Sx+1=156
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5x=56-1
x=55:5
x=11

Onrosop: Ipsu 6poj je4x+1=4- 11+ 1=45,a npyruje 11.
1.2. Mooenu caspemene obpade npobaemckux 3a0amaxa

Y HacTaBM MaTeMaTHKE YYCHHK je aKTUBaH CaMO OHJa Kaja je y CTamy
Jla campikaje CXBaTH, MHUCAOHO TIpepajy W MPUMHjCHH y JTaJheM y4emy, Tj. aKo
MOJKE JIa UX YCITjeIIHO yCBaja y3 moBehaHu Hamop Koju Tpeba aa Oyme y ckiamy
ca IEroBMM HHTEPECOBalMMa M WHAWBUAYATHHUM MoryhHOCTMMa. AKTHBHOCT
YYEHHKa Olajia Wi ce TyOu KajJa HacTaBHHU 3aJlalld He 3axTujeBajy mopehaHe
Hamope OJ HX, ajdl W KaJa 33JaTKe He YCNHjeBajy 1a pHjeme W TOopen
YJIOKEHOT Haropa. 3aTo hie oHM ydeHuIM koju Oe3 Behux Hamopa Jjlako u 0p30
pjeliaBajy mocTaB/beHe MpodsieMe OUTH HEIOBOJbHO MOTHBHCAHU M EbUXOB Pajl
he OuTm moBpImad. YdUeHUIW 4Yuje Cy MOryhHOCTH 3a pjemaBame mpoOiema
CKPOMHHj€ MOTY [OKWBJbABAaTH HEYyCIjexe, KOjH MOTY JOBECTH [0 II0jaBe
HECHT'YPHOCTH, ald M HE3aMHTEPECOBAHOCTH 32 Jlajbe yuewme. OBO ykaszyje Ha
HEONXOJHOCT CTaJHE W OJTOBOPHO OpraHrW3oBaHe mudepeHnujanje u
MHIMBHAyaJIH3alyje y HacTaBu Marematuke. On HaCTaBHHKA c€ TPaKu J00po
MO3HABAKE JIMYHOCTH YYCHUKA W BIAJake METOIUYKHM  MOCTYIIMMA
JudepeHInpane U WHAWBUIyallN30BaHe HAcCTaBe MaTeMaTHke. HactaBHUK Mopa
Ja Oupa TakBe METOJe M TMOCTYNKe KOoju he MOMpWHUjeTH Ja CBaKH IOjeANHH
YUEHHK CXBAaTH U pa3yMuje cajapikaj HacTaBe MaTeMaTHKe U YCIIjelIHO pjeliaBa
npobJeMcke 3aJaTKe y CKiaay ca MHIMBHIYaJTHUM MOTYHHOCTHMAa W OMIITUM
NpOrpaMCKUM 3axTjeBMMa HacTaBe MaTeMaThke. HajaJekBaTHHjU HaYWHH
mudepeHnyjandje YW MHIMBUAyalIH3alHje HacTaBe  MaTeMaTHKe  Cy:
WHIWBU/IyallHA HACTAaBHHKOBA WHCTPYKIHMja, paJl Ha 3ajaluMa pPa3uduTor
HHBOA TE)KMHE M CIIOKEHOCTH W pajJ ca HacTaBHUM Jymctuhuma. [lomro je
HACTaBHUK JaKO Ba)KaH aKTep y BAaCIUTHO-OOPA30BHOM IIPOIIECY, F-ErOB OIIITH
CTaB U OJJHOC TpeMa MHOBAIMjaMa Y HACTABH MOXE Y BEJTUKO] Mjepy YTHIIATH Ha
NPakTUYHY TNPUMjEHYy HCTUX Yy HAcTaBu. Y jeJHOM Ojjelbehy YUCHHIU Ce
pasyinKyjy MO CBOjUM 3HambHMMa ajld M 10 HaYMHUMa Ha KOje pPasMHILbajy O
IIKOJICKMM TpoOJieMHMMa M Kako HX pjemanajy. Kamurer 00pa3oBHHX
nocturayha ce mpoijemyje He caMO KOJIUYMHOM 3anamhieHnx uumeHuna Beh,
npuje cBera, HUBOOM M BpPCTOM MHTENEKTYaJIHUX 3Hama KOjUMa YYEHHUK
pacnonaxe. Kaga pasmuiuba kako ga opraHusyje HaCTaBy W Ha KOjU HayuH A2
NPOBjepy Jla JIM Cy YYCHHIIM CaBJIaJali U HAa KOM HHBOY HEKO T'PajuBoO,
HACTaBHUK (y4nTesb) Ou Tpebasio 1a BOAW padyHa O MHAUBUAYATHUM pa3linKaMa
Koje moctoje Mely ydeHMIMMa, alli U O HAYMHMMA KOjU Cy THUIHYHU 3a
onpehenu y3pact u Koju ce, TOKOM BpeMeHa MUjebajy.
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[Mpumjepu u cutyanuje y 3amanuMa Tpeba ga Oyny CBAaKOAHEBHH U
MO3HATH Kako OM WX Y4YeHHK MmTO Oosbe pazymuo. I[lpmmukom pama Tpeba
KOPHCTHTH pa3Ha BU3yelHa CPEICTBAa M KOHKpPETHa momarana (Tabeie, pasHe
MoJene, CKUIE, AWjarpaMd W CJl.), pasroBapaTd O NpoOieMy (IOCTaBbaTh
MUTarka BE3aHa 3a CaM HAuWH pjellaBama nmpobiema u mpoHahu oaroBope Ha
UCTa), aBaTH yYCHUIIMMA IITO BUIIE MPWINKE 32 CaMOCTAJaH pajl, daBaTH
NOBpaTHy HHPOPMALIKjy O YCIjexy pjeliaBama npodiemMa, JoJaTHO MOTUBUCATH
YUEHHKE MPHU pjelIaBamby UCTUX U Ip.

[MpmmkoMm pjemnraBama caMHX MPOOJEMCKUX 3a7aTaka YUECHHIM CTUIY
TpajHMja 3HAama, Koja cy Beher kBamuTera W MOTY c€ TPUMHUjEHUTH Y
Pa3InYUTHM KUBOTHUM CHTYaIlMjama.

,,PjelaBame MPoOIEMCKUX 3a/1aTaka pa3BHja KOJ YICHHKA:

— CITOCOOHOCT arcTPaKTHOT MHUIJBEHHA,

— KPEaTUBHOCT YUCHHKA,

— MHUCAOHE OTepalltje U MHTEICKTYaIHe (QYHKIIH]E,

— panHoHaITHO pacyhuBame,

— 00jeKTHBHO 0Opa3narame 1 apryMEeHTOBabE,

— CHCTEMAaTCKH | TUIAHCKH Pajl,

— CaMOCTAJIHOCT Y pajy,

— MHTEPECOBAbE U PaJJO3HAIIOCT,

—pa3Boj TIO3UTHBHHUX OCOOHMHA JIMYHOCTH YYCHHKA: CHUTYPHOCT,

HPEIN3HOCT,

ucTpajHOCT, yropHocT u ap.” (Iluatep 1996: 70).

N360p mpobineMcKux 3a/iaTaka 3aBUCH OJI CaMOT LIWJba U ONEPATUBHHUX
3ajaTaka HactaBe MaTeMaTnke. CTeleH TeXHWHE 3ajaTaka 3aBUCH O] THIIA Jaca
Ha KoMe ce puMjemnyjy. Kaga ce oOpaljyjy HOBM HacTaBHHU cajpaju 3aaiu cy
jenHocTaBHUjM M (HOPMYJIHMCAHM TakO Jia TPU pjeliaBalby HCTUX YYEHHIIN
NpUMjekYjy 3Hama Koja Cy YCBOjWIM Ha TOM 4dacy. Ha dacoBuma BjexxOama u
TIPOBjepaBama MPUMjEHY]y Ce CIIOKEHU]H 3a/1allH.

Ilpobnemcku 3a0ayu CcBOjUM cajpxajeM Tpeda Ja KOHKPETHU3Yjy
CTBapHOCT M Jia Oyay BjepHa CJIMKa OHOra mro ce joraha y OJKCKOj ¥ JaJjboj
okosmHM ydeHuka. On pemocibena ToAaTaka y TEKCTy, QopMynamuje
NpOOJIEMCKOT MMUTamka 3aBUCH CTETICH TEKUHE 3a1aTKa.

Ilpobnemcku u npumujerbenu 3a0ayu Cy CIOKEHHJU O OCTAINX BPCTa
3aJaTaka U HUXOBO pjelllaBambe 3axXTHjeBa MPUMjEHY CIOXKCHUjUX METOJCKUX
MOCTyIaKa, CacTaBJbEHUX OJ1 cibeehnx Kopaka y pjemaBama npodiema:

— cxBarame M aHanu3a npoOineMa (pa3yMujeBame TEKCTa 3a/aTka,
CXBaTame JIATHX BEJIMYMHA, yOYaBamhe TPAKECHUX BEIMYWHA, Be3a M OJHOC
n3Mely Bux);

— MpoHaJNAXemke WHPOpMalMja, MOjMOBa WU NpaBHiia, HEONMXOJHHX 32
ETOBO pjellaBame (MaTeMaTHyKa 3Hamba KOja YUeHHK KOPUCTH Y IHJbY U300pa
MyTa KOjU BOJH JI0 Pjellicha);

— JeduHuCake MAaTeMaTHIKOTr MOJIENa,

361



Jlpacana Crouajuh

— pjemaBame 3amatka (y OBOM AMjeNly JOJa3u JI0 M3paxaja TEXHHKa
padyHama, U3BOhema pauyHCKUX Omepalnja);

— MIpOBjepaBame pe3yaTara U IUCKYCHja pjeliemha.

[TorpebHO je 3axTHjeBaTH O YUYEHHKAa Jla TPOOJIEMCKE 3a/JaTKe
pjerraBajy Ha BWIle HA4WHA, U3 CJhelehmx pas3iora: ocrocobJbaBa yUCHHKE 3a
CaMOCTaJIHO pjelraBame mpoOJieMa, pas3BHja MUILBEHE H  JOTHYKO
3aKJbyUMBamke, pa3BHja CMHUCA0 3a MPOHATAKEHE W HCIHUTUBAE Ppa3HUX
MoryhHOCTH 3a pjemaBame MpobieMa, y4d YYeHUKE Oa Tpake Hajkpahe u
HAajjeJHOCTaBHHU]E pjelIee mpobdiiemMa, pa3HOBPCHOCT 3aaTaKa MOACTHYE Pa3Boj
MHTEPECOBakba U MOTHBAIIN]€ KO/ YICHHKA.

CaBpeMeHM TPUCTYH MpoOJIEMCKHM 3ajalliMa 3axTHjeBa ITyHO
yBa)KaBambe NPUHIOUNA JU(QEepeHIHpama W  HWHAWBHIYAIN30Bamba, H
HajTIOTITYHHj€ CE€ OCTBapyje Kpo3 WHAMBHIyaTHH oOnMMK pama. Jla Ou ydeHunun
MOTJIM CaMOCTAaJIHO PjellIaBaTH CIOXKEeHEe MPoOIeMcKe 3a1aTKe, HEOMXOAHO HX je
0CIIOCOOUTH KOJIEKTHBHUM pjelllaBambeM Koje TOoApa3yMujeBa AUPEKTHY MOMOh
HACTaBHHKA J1a ce Jole o pjermerma.

[Ipu pjemaBamy TeKUX 3a/aTaka yUCHHIMMA Ce TIOMaXKe HA Taj HAYMH
HITO UM C€ TMOCTaBJbajy IPYTd MPOCTH WM Mambe CIOKEHH 3ajJaly Koje OHU
MOTy Ja pujemie, a Koju uM omoryhaBajy ca cXBaTe W pHjelle CIUYHE, a
CIIOXKEHH] € 3aJaTKe.

Lum KOME TEXM IMOYETHA HACTaBa MaTeMaTHKE je OclocoOJhaBame
YY9eHHKa 32 CaMOCTalHO pjelllaBame MpoOJNeMCKUX 3amaTaka. Tpeba BomguTh
padyHa Ja YyYEHHWIM 3aJaTKe pjellaBajy caMOCTalHO, a Tph ToMe Tpeda
MMOACTULIATH HbUXOBY AKTUBHOCT, KEATUBHOCT U MOTHBHUCAHOCT 3a NPOHAJIAKECHHC
pjelema UCTUX.

Memoouuku npucmyn caMocTamHO] oOpaam NPOOIEeMCKHX 3aJaTaka
MoJipa3yMujeBa 3aCTyIJbEHOCT CBUX KOpaKa y pjeliaBamy npodsema.

1.3. Caspemenu npucmyn ceomempujckom moo0enoearsy npooOsemMcKux
3a0amaxa

Bynyhu na cy ozjespema cy y HalllM IIKOJIaMa CacTaBJbeHA O] yYCHUKA
Pa3HUX CHOCOOHOCTH, IMOCTOjH TMOTpeda J1a ce NMPYXU MHCTPYKTUBHA MOMON M
CTHMyJaliMja moTpeOHa 3a ONTHMAallaH Pa3BOj M aKTUBHOCT CBUX KaTeropwja
yueHunka. To ce Moxe TocTHhU caipKajHOM JUdepeHnrjanujoM. Y TaKBOM
00NMKy udepeHIrpamka OCHOBHU LUJBEBU U 33Jalll HACTaBE MaTEMaTHKE He
noumjexxy audepeHuupamy, Beh camo o0uM, nyOMHa, CTENEH TEXHHE,
CJIO)KEHOCT M alCTPAaKTHOCT HACTaBHOT Cajpikaja, Kao W TEMII0 W Ha4YHH
ycBajama TpaanBa. HacTaBHUKOBO MOJIETIOBaEkE €r3eMIUIAPHOT 3ajaTka je y
JMPEKTHO] BE3U Ca YCIjEeXOM YUCHHKA Yy pjellaBamy NMPOOJIEMCKHX 3a/aTaka
BUXOBOM caMocTanHonhy y paay. 3aTo je jako BayKHO Jia HACTAaBHHUK 0Opa3iiaxke
u3BOheme TMOCTYyIKa pjeliaBama mpodjgemMa Kopak Mo Kopak (Kopake 3a
pjelIaBambe HCTHX CMO HaBEIM y PETXOAHOM TIOTJIABIbY).
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pumjep:

Tpu pudapa cy nernana pudy. 3ajento cy yrenanmu 47 xr pube. lpyru je
ymenao 5 myrta BuIlle Hero mpBH, a Tpehu 8§ kr mame Hero apyru. Komuko je

YIemao CBaKu OJ] lbHX?

1. YUTABE 3AJJATKA 1
CAT'JIEZABAIGE ITPOBJIIEMA

Kpatke peuenuiie
ConcTBeHNM pHjednuMa
2. AHAJIN3A CAAPXKAJA

[NonByhn 6utHO

Ckuia

3. AEOMHUCABE MOJIEJIA

1. IpBo hy cebu pazjacHuTH caapikaj.

PubGapu cy nmenamu puly. tbux Tpojurma cy
ynenanu 47 xr pube. [pyru je ynenao ner
myTa Bulie Hero npBu. Tpehu 8 xr mame
Hero apyru. Koimko je ymenao cBaku ox
Bux?

2. AHanu3a caapikaja
a) IToBIaYnM BaXKHE MMOJATKE.

0) 3amucyjeM gare HM 3amaTe MoOJATKe
MaTeMaTHYKUM CHMOOJIMMa W TPaBHM
CKHILy ITPOOJIEMCKE CUTYaIIHje.

[To3nato mu je:
— a Cy YKYITHO BHUX Tpojulla ymnemnanu 47
KT puoe;
— Jla je IpYyrH yIenao 5 myTa BUIIE HEro
NIPBY;
— g1aje tpehu yrenao 8 kr Mame

HETO JpyTH pudap.

Cxura:

[Ipeu pubdap: | |

Apyrupubap: ||| | | |
Tpehw pubap: ||| | | |7°°
YKynHo:

-8
N R A I

[Ipobnem: Komnmko je ynemao cBaku Of
Bux?

3. Pasmunusam:

— Kojy hy merony xopuctutu?
Metoay oyXH U jeTHauYUHA.
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— Kako hy Ha oCHOBY HalpTaHUX IyXKH
[TOCTaBHUTH jeTHAYHNHY?

[IpBor pubapa o3Hauumo ca X W Ha
OCHOBY TOTa MOTY M3padyHAaTH KOJHUKO Cy

ynenanu pude npyra aBa pudapa.

Ha «kpajy mocraBum  onrosapajyhu
JeITHaKOCT.

[pBu pubap: || X

Apyru pubap: || | | | |5-X
Tpehu pubap: || | | | |7 °5-X-—
8
VixymuHo: X +5-X+5-X-8=47
11-X-8=47
4. PazmMunubam:
4. PAYYHABE
a) Kako hy pujemutn mocTaBbeHy
[IpBu KOpax jemnaunny? lllta Tpeda mpBo ypanautu?
[Tomro je Hemo3HaTa cacTaBHU IO
yMameHHKa, HammcahemMo ra kao 30up
pas3iuKe U yMamuoIa.
11-X=47+8
0) Kojum pemocibenom hy BpuuTh
Hpyru xopax pauyHame?
IIpro hemo cabpatu OpojeBe 47 u 8 a
3aTUM JOOMjeHH 30up TOIHjenuTH OpojeM
11.
11-X=155
X=55:11
X=5
Tpehu xopax

B) PjemaBamem jeanaumne pobuje ce
KOJIMKO je yrenao pude npeu puoap.

Kako hy wm3pauyHaTw KOIMKO je ymerao
npyry u Tpehn pubdap?

Komuko je ymemao apyru  pubap
u3pauyHahiemo Tako mro hemo Opoj pude
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KOjy j€ YJIOBHO MpPBH MOMHOXHUTH Opojem
5.

5:5=25

Komuko pube je ymemao tpehm pubap
nobuheMo Kajn ol KOJIMYMHE KOjy je
ymemnao Ipyru pudap omxy3memo 0poj 8.

25-8=17

Oproeop: IlpBu je ymemao 5 kr pube,
npyru 25 xr, a tpehu 17 kr pube.

5. TTPOBJEPA
5. [la 1 je pjernieme TauHO?

TauHo je, jep cabupamem KonuyuHE pude
KOjy je yIenao CBakH O] HBHX J00ujaMo
Opoj Tj. xommumHy ox 47 kr pube ca
MOYeTKa 3a7aTKa.
5+25+17=47

[IpumjeHOM ouuereonux MeTona, MPWIUKOM pjellaBama MpoOIeMCKIX
3ajaTaKka, TH MaTeMaTHUYKH CaJPKaju MOCTajy MHOTO jaCHUjU M 3aHUMJbHBUjU
ydeHuIuMa oBor y3pacrta. [locebaH akiieHaT hieMo CTaBUTH Ha METOIY JYKH,
jep je oHa y OBOM CIly4ajy IpeAMeT Halller HCTpaKhBama. [1o3HaTe u Hero3HaTe
BEJIMYMHE M3pakaBajy ce AyKHMMa, a jeJHaunHa c€ OBOM METOJIOM CBOJM Ha
JEIHOCTAaBHUJU O0JIMK KOjU C€ JIaKIle pjeliana.

1. 4. Ilpumjepu pjewiasarba npoOIEMCKUX 3A0AMAKA PA3TUNUMUX HUBOA
cnodceHocmu

EBo Hekonmko mpuMmjepa pjemaBama  MPOOJIEMCKHX — 3aJaraka
Pa3IMYUTOr HHUBOA CIIOKEHOCTH METOJIOM jeHAYMHA W AYKHA. YCIjellHO H
CaMOCTaJIHO pjelliaBame MPoOIEeMCKUX 3a/laTaka je Hajjaud OOJMK MOTHBAIIWjE
3a y4yeHHMKe, a M MOJACTUIA] 3a joml Behe ynarame Hamopa 3a caBliafaBambe U
TeKUX NPOONEMCKHX 3axTjeBa. Pa3nmuuuTH HHUBOM TEXHHE 3a/aTaka
oMoryhaBajy CBakOoM YYeHHKY Ja Hampe- Ayje, Ja HEIITO yOuH, 3aKJby4H,
3amaMTH M caM ypaad, a CBe y CKJIaAy ca HMHTepecoBambHMMa, 3HAmbHMa U
MoryhiHOCTHMa CBaKOT Of HHX.
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I HUBO

IIpumjep: [Buje rpymne ydennka cy Opane jabyke y mIKOJICKOM BONmaKy.
[IpBa rpyma yuyenuka je HaOpama 30 kr jaOyka, a Jpyra JiBa IyTa BHUIIE HETO
npBa. Konmuko je xkmrorpama jabyka HaOpaia apyra rpymna yuenunka? Kommko cy
KuJorpaMa jabyka HaOpaie o0je rpymne?

1. UUTABE 3AJATKA U 1. [MpBo cebu, cBOjUM pujeurMa
CAT'JIEJABAE ITPOBJIIEMA pa3jacHUTH caapXkaj 3a1aTKa.
[IpBa rpymna je Habpama 30 kxr jaOyka.
pyra rpyna gBa myTa BUIIE O TIpBE.
Kommuko cy 3ajemno Habpane jabyka?

2. AHAJIU3A CAJIP2KAJA 2. AHanuza caapxaja
a) [TogByhu BaxkHe mogaTke.
0) 3anucatu JiaTe MoJIaTKe
MaTeMaTHIKUM cumbonrma U
NPaBUTH  CKHIly 32  pjellaBame
npobiema.

[To3nato mu je:
—Ja je mpma Tpyna HaOpaia
30 kr jaOyxka,
[IpBa rpyma: | |
— Ja je apyra rpymna HaOpaia
2 myTa BUIIE HEro IpBa
rpyna;
Apyrarpyma: | ||

[Ipobmem: Komuko je kuiorpama
jabyka wHaOpama Jnpyra Tpyma, a
KOJIMKO 00je rpyIie 3ajeaHo?

3. JEOMHUCABE MOJIEJIA

3. Pasmumspam:
— Kojy hy merony kopucturu?
Mertony nyXH U jeJTHaAYMHA.

4. PAUYHAKE

4. PauyHame:
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5. ITPOBJEPA

II HUBO

Ilpearpyna: | | 30 kr
Hpyrarpyma: | | |2-30kr
Yxynwo: | || |

30+2-30=30+60=90 xr

Onrosop: Jlpyra rpyma je cakymwuia
60 kr jaOyka, a o0je cy cakymuie
ykymHO 90 KT jabyka.

5. [la u je Ta4HO pjerieme?

Tauno je, jep Kam ox yKymHOT Opoja
CaKkyIUbCHHX  jaOyka 0J1y3MEMO
KOJIMKO j€ Cakynwjia TIpBa TIpymna
ydeHuka (To HaMm je OWo MO3HATH
mojatak)  Jao0ujaMO  KOJIMKO  j€
CaKkyIwia pyra rpymna y4eHuKa.

90 - 30 = 60 kg

[Mpumjep: Tpu apyra Munan, [letap u Xapko cy nonumm Ha JbeToBambE.
Munas je monno 300 KM, [lerap 150 KM mame oq Munana, a JKapko KOJIHKO
BUX ABa 33jenHo. Konmko cy ckyna ImoHujeny HoBLA Ha JbETOBambE?

1. YUTABE 3AJATKA 1
CAT'JIEJABABE ITPOBJIEMA

2. AHAJIM3A CAIP2KATJA

1. IMlpBo ceOu, CcBOjUM pujeUrMa
pa3jacHUTH CaAPKa].

Tpu ngpyra cy nouud Ha JbETOBAME.
Munan je monmo 300 KM. Ilerap je
noano 150 KM wmame ong Mwnana.
JKapko je TOHHO KOJMKO HHX JIBa
3ajenHo. Kojuko cy yKymHO HOBIA
TIOHUjenu?

2. AHanu3a cajaprxaja
[To3nato mu je:
— Munas je monno 300 KM

Munas: | |

—Ilerap je monmo 150 KM
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3. AEOMHUCAKBE MOJEJIA

4. PAUYHAIBE

5. ITPOBJEPA

I HUBO

Mame o1 Munana
[erap: |_|
—Xapko je TMOHHO KOJIMKO
Munan u [lerap 3ajenHo
Kapro: | | |

[Mpoonem:  Kommko cy  yKymHO
TIOHUj eI HOBIIA Ha JbETOBabE?

Pasmumsam:

— Kojy hy merony kopuctutu?

Mertony nyXu U jeHadHHA.

Kako hy Ha OCHOBY HaIpTaHUX IyXU
MOCTaBHUTH jeTHAUYUHY?

Mumas: 300 |

ITerap: 300 — 150 ||

Kapwo: 300 + (300 —150) |___|_|
VkynHo: ?

3. Pauyname:

Munan: 300 KM

[Terap: 300 — 150 = 150 KM

XKapko: 300+(300—
150)=300+150=450KM

VYkynno: 300 + 150 + 450 = 900 KM

Oprosop: Tpu gpyra cy 3ajeqHo
MMOHM]eTTH Ha JheToBame 900 KM.

4. TIposjepa pjeriema, Aa JH je TAa9HO.

Pjememe je TauHO, jep caOupameMm
HOBIIA KOje je IMOHHMO CBakH O] HHUX
nobujamo ykymuo 900 KM, wto je u

pjelieme OBOT 3a/1aTKa.

300 + 150 + 450 = 900 KM

[Ipumjep: T'opan uma Ha mrenHoj kwmwkuay 300 KM. Herosa cectpa
Ana mma 100 KM Bume, a 6patr Urop 50 KM mame ox 36upa I'opanoBe u
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Annne mrenme. Komiko KM je ymrenjena Ana, a konuko Hrop, Konmko cy
ymrrenjenu Ana u Urop 3ajeqno u ['opan, Ana u Urop 3ajenHo?

1. YUTABE 3AJJATKA 1
CATJIEAABABE ITPOBJIEMA

2. AHAJIM3A CAJIPXKAJA

3. AEOMHUCAKBE MOJEJIA

1. PasjacHuTu ceOu capikaj 3aaaTka.

l'opan nma Ha mreqHoj Kbrxum 300
KM. Ama uma 100 KM Bume ofg
l'opana. Urop uma 50 KM mame of
I'opana u Ane 3ajenHo.

IIutama cy:

Konuko Ha mrenmu nma:
AHa:

Hrop:

Amna u Urop:

T'opan, Ana u Urop:

2. AHanuza caapikaja

[To3nato mu je:
—na 'opan umMa Ha INTEHHO]
kmwxuiy 300 KM
lopan: ||

— 1a AHa, BETOBa CecTpa, IMa
100 KM Buwie ox mera
Ana:| ||
—na Urop, meroB Opar, nMa
50 KM wmame onx 30mpa
Tl'opanose u Anune mreame
Urop: || [~

[Ipo6em: Konnko Ha mTenmu uMa:
Ana:

Hrop:

Amna u Urop:

I'opan, Ana u Urop:

Pasmumssam:
— Kojy hy merony xopuctutu?

MeTtomy IyXH U jeTHAYNHA.

T'opan: 300
Amna: 300+ 100
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Hrop: [300 + (300 + 100)] - 50

4. PAYYHABE
3. Pauynam:
T'opan: 300 KM
Amna: 300 + 100 =400 KM
HUrop: [300 + (300 + 100)] — 50 =
= (300 + 400) — 50 = 700 — 50 = 650
KM
YkymnHo: 1350 KM
Onrosop:
T'opan Ha wtenmwu uma 300 KM.
AHa Ha mTenmu nma 400 KM
Hrop na mrenmu uma 650 KM
Ana u Urop umajy 400 + 650 = 1050
5. IIPOBJEPA KM
T'opan, AHa u Hrop:
300+400+650=1350
4. ]la mu je pjerieme TauHO?
TadHo je, jep Kax cabepeMo KOJIUKO CY
ymremgjenun  lopan, Ama, Urop
nobujemo 1350 KM.
3axmwyuax

Jlanac ce 4ecTo HCTHYY C1a00CTH M HEJOCTAaIM KIIACHYHOT U mocTojeher
MOZIela OpraHu3alyje HACTaBHOI paja. 3aTo Ce CBE BHILIE HCTHYE MOTpeda
yHarnpehuBama BacIUTHO-00pa3oBHOr mTporeca y 1jenuan. CrtBapa ce o
yHampeljyje caBpeMeHa HacTaBHAa TEXHOJOTHja KoOja C€ 3acHMBa Ha
WHIMBUAYyaJHAM MoryhHOCTMMa H crmocoOHOocTMMa ydeHuka. Jla Om ce
OCTBapWJIM TIOCTaBJBCHUW IMJBEBU BACIHMTHO-OOPA30BHOT pajlia, MOTPeOHO je
u3Mely ocrasnor, KOpHCTHUTH caBpeMeHH]je 00JIHMKe pajia KOju JI03B0JbaBajy MyHY
cnoboly M CaMOCTAJIHOCT y4YeHHMKa W demhe WX [0BOAE y CUTyalujy na
CTBapaJlayKM Y4YeCTBYjy W CaMOCTAIHO MpOHAla3e IIyTeBe U pjeuiema
MaTeMaTHYKHX MpoodJieMa.

VYcmjemHa peanu3anyja HacTaBe IMOCTIXKE ce, Ipuje cBera, a00pom
OpraHu3alMjoM HCTe, Koja ToApasyMHujeBa IOAW3AKkE HHUBOA HACTaBe,
aKTyaJn3allijy HaCTaBHOT TPOIIeca, CTBapamke CUTyalja y KojuMa he ydeHuIy,
yinaxyhu COINCTBEHE HANoOpe y CKJIaay ca CBOjuM MoOryhiHOCTMMA, ycBajaTu
TpajHMja M aKTHBHA 3Hama U Pa3BHjaTH CIIOCOOHOCTH 3a NPUMjEHY HCTHX.
Onjerbea y HalIUM IIIKOJIAaMAa CacTaBJbeHA Cy OJ YUCHHKA pa3IMIHTHUX
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CIOCOOHOCTH M 3aTO TOCTOjH TOTpeda 3a caapKajHOM JHQEpEeHIINjalH)joM.
Hudepenmujanmja ce He cacToju caMoO y W3paau Au(epeHImpaHuX 3aXTjeBa
HpOrpaMCcKuX calpxkaja Beh M y pa3nuuuTUM NPHCTYNHMa CaMHM yYCHHUIINMA,
pa3IMYMTUM HAaYMHUMa MOTHBAIMje, ycMjepaBama, npahema U cii. YCIjenHo
pjerraBame mpodiieMa Tj. CaMOCTAIHO pjellaBame MOCTABJbEHUX MPOOIEMCKUX
3a/1aTaka je Hajjaun oOJIMK MOTHBAIlHje 3a YUeHHKE, a U MOACTHUIIAj 3a jomr Behe
ylarame Hamopa 3a caBliaJlaBambe M TEXKUX MPOOJIeMCKHX 3axTjeBa. Pazmuuutn
HHBOM TEXHHE U CJIOKEHOCTH oMoryhaBajy CBakOM YYEHHKY Ja Hampeayje y
CKJIa/Ty ca CBOjUM MOTYNHOCTHMa M HHTEpECOBAbUMA.

IIpu pjemaBamy npobIEMCKUX 3a7]aTaka MoceOHy TemKkohy ydaeHumma
npejcTaBjba youaBame ogHoca mely BenmuuHama. ['eomerpujcke Gurype mMory
KOPHCTHTH TIPH npegolersy pobiieMa Ha MaTeMaTHIKH je3UK, IPU TOCTABIbAbY
MaTeMaTHYKOT MOJiela HeKUX Mpobiema, paau Jakmer GopMupama jeqHadnHe
U pjemaBama HCTe. PjenaBameM MpoOiieMa yUEHHUIM C€ OCHoco0JbaBajy 3a
caMoCTaJlaH HCTPaXWBAUKHU paJi CTBapaladykor kapaktepa. Hudepenuumpano
MOJIEJIOBamke MPOOIeM- CKUX 3aJaTaka METOIOM JYKH M jeHAYMHA JOTPUHOCH:
noBehamy KpeaTWBHE CHOCOOHOCTH YYeHHUKa, MoBehaBa ce CIIOCOOHOCT Yy
pjemaBamy MaTeMaTHUKUX MpoOiieMa MPUMjEHOM OYUTIeTHIX MeToa (Y OBOM
CIy4ajy MeTojAe AYXXH W jelHadynHa), MOCTIXKEe ce O0JbM KBAIUTET 3HAMA,
noBehaBa ce MOTHBaIMja YIeHHKA 300T MOCTH3amka OOJFUX pe3ynTaTa MPHITHKOM
pjemiaBama MPOOJIEMCKMX 3ajJaTaka M HacTaBa MaTeMaTHKe [OoCTaje
WHTEpECaHTHH]ja 32 YYCHHKE, YUCHHIN H3rpal)yjy KPUTHYKH CTaB IpeMa CBOM
pany " pe3yiaTaTuMa UCTOT H Jp.

[IpoGiieMcku 3ajman CBOjUM caapxkajeM Tpeda Ja KOHKPETH3Y]jy
CTBApHOCT M Ja Oyay BjepHa ClIMKa OHOra INTO ce jgoraha y HemocpemHoj
okosmHM ydeHwka. Op pepocibena Iojaraka IaTHX y TEKCTy 3a/aTKa,
dopmynanuje camor MmpoOJIeMCKOr THTamba 3aBUCH CTETICH TE)KUHE 3a/aTKa.
[MpobieMckn 3aiany Ccy CIOXEHUJU OJ OCTAIMX BpCTa 3ajaTaka M HUXOBO
pjelIaBame 3aXTHjeBa MIPUMjEeHY CIIOKEHHjHX METOJCKHX MOCTYIaKa, a KOpaIy y
pjernraBamy TpoOIEeMCKUX 3ajjaTaka Tj. mpoOiema cy cibenehu: cxBaTame H
aHaym3a mpoOJieMCKe CUTYalldje, MPOHAIaKEHhe H3Bopa nH(popMalija, ojMoBa
U TpaBWwia NOTPEOHHMX 3a pjellaBame HCTOT, JC(UHUCAE MaTEeMAaTHYKOT
MojIea, pjenaBame Ipodiie-Ma, IPoBjepaBamke pe3yliTara.

OBaj paj je Maad CKPOMHH JONPHHOC YHOTpeOu audepeHIupane
HacTaBe ca HOBHUM MaTeMaTHYKUM MojieluMa (Y OBOM CJIy4ajy METOJIOM JYXU U
jeIHa4yMHa), NpUMjepeHrM HallMM ycJoBMMa pajna W Aa he ce m y Oyayhe
paguTH Ha CTBapamy e(pHUKacHUje HAcTaBe MaTeMaTHKe Koja he kao pesynrar
UMaTd TpajHUja, CBjeCHUja, Pa3yMJbHBHja, Yy TpPaKCH IPHM]jCHJbHBHja 3HAmbA,
mto he 6uTH 0] BEJIMKOT 3HaYaja 3a MeJaroiiky TeOpujy U MpakKcy.
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Pesume

VY ckiony Hay4HOr ckyna Hayka u udewmumem OIPKaHOT Ha
Owmnozopckom pakynrery Ha Ilamama 21-22. wmaja 2011. romumne
opranuzoBana je /lpea mamemamuuxa kougepenyuja Penyonuxe Cpncke.
Kao pesynrar oBe 3HauajHe KOHQEpEHIHje HacTao je 300pHHK pajoBa,
Koju ce 00jaBibyje kao Tpehu Tom 3060pHuKa Dritozodcekor dakynrera. Y
OBOj CBECLIM Haja3M Ce TPHUJECET M YETHPH pajia Mpe3cHTOBaHa HA caMoj
Kondepenumju.

Pan Ilpse mamemamuuxe xoughepenyuje Penyoruxe Cpncke 6uo
j€ OpraHu30BaH y YeTUPH CEKLHje, OJHOCHO ocaM cecHja. Y 300pHUKY ce
Halla3e pagoBH ca cekuuja 3a Awuauzy, Aneebpy, eceomempujy u
ouckpemny mamemamuxy, Ilpumujerveny mamemamuxy w Memoouxy
Hacmase mamemamuxe u ungopmamuxe. CBU OBU paIoBH IPEACTABIbA]Y
OJUTMYHO TOJIA3UIITE 32 HACTaBaK OPTaHU30Bamka OBAKBHX KOH(EpPEHIH]ja
y 0ynyhem nepuopy, a cam 300pHHK moctahe He3a00MUIa3HO IITUBO CBUM
U3y4aBaolliMa HaBEJCHUX HAyYHUX JUCIUILINHA.



Summary

The First Mathematics Conference of the Republic of Srpska was
organised during the Academic Conference "Science and identity" which
was held at the Faculty of Philosophy in Pale, from 21-22nd May 2011.
As a result of this significant Conference, Conference proceedings in
Mathematics Studies were published in the third volume of the
Conference proceedings of the Faculty of Philosophy. Within this volume
there are thirty-four papers which were previously presented at the
Conference itself.

The work of the First Mathematics Conference of the Republic of
Srpska was organised in four sections, that is, eight sessions. In the
Conference proceedings, papers from the following sections were
published: Analysis, Algebra, Geometry and Discreet Mathematics,
Applied Mathematics and Teaching Methodology of Mathematics and
Information Technology. All these papers represent important basis for
organization of future similar conferences, and the Conference
proceedings itself will become inevitable reading for all researchers of the
above mentioned disciplines.
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